* Wydzial Matematyki i Nauk
Informacyjnych, Politechnika
Warszawska

‘I[persks o1mp Dorwr 1SN
UDIU z $eI01 Apaim e ‘Bimoruwr Az1y pdq
Aueros (oumad yoseyjoydzIaIM BN "OIN

‘nuerosezs [ouyksezid (oupal
90u0y 'qO 2ujom Awirmejsozod oxq[A)
11s0[ ‘S[oMOIUI 9$9ZS JoMeU DIDFITZOT

euzow qosods Auepz A\ e,

Gdy prawda = 1, falsz = 0, to

(mp)=1-p zaprzeczenie;
(pVa)=p+qg—rpg alternatywa;
(pNq) =pq koniunkcja;

(p=4q)=1-p+pg implikacja;
(p<q)=1—p—q+2pg réwnowaznosc.

Warto$ciom logicznym mozna przypisaé
takze inne liczby, na przyklad falsz
mozna oznaczac liczbg —1, a nie zerem,
pozostawiajac 1 dla prawdy. Poniewaz
przyporzadkowanie x +— T; zamienia
{—1,1} na {0, 1}, to np. koniunkcja,
ktérag w systemie {0, 1} wyraza funkcja
(p A q) = pq, uzyska w notacji £1 postaé

(zAhy)+1 41 y+1

2 2 2

czyli (zAy) =3+ 1D)(y+1)—1.
Czytelnik byé moze zechce zweryfikowaé
ponizsze zestawienie standardowych
operatoréw logicznych

)

Gdy prawda = 1, falsz = —1, to
(mz) = —=,

(zvy) =51+ +y-—ay),
(xAy)=3(-1+z+y+=y),
(z=y) =30 -z +y+ay),

(x & vy) = xy.

Czutosé funkcji logicznych, cz. 1
Mariusz ZAJAC*

Zacznijmy od dwéch powiazanych pytan:

Czy pie¢ mrowek moze zajgé piec roznych wierzcholkéw szescianu w taki sposob,
by kazda miala najwyzej jedng sqsiadke (powiemy, ze mréwki sgsiadujq, gdy
siedzq na koncach pewnej krawedzi szescianu)?

Czy pie¢ mrowek moze zajgé piec¢ roznych wierzcholkow szescianu w taki sposdb,
by kazda miala najwyzej dwie sqsiadki?

Czytelnik, ktory bez trudu rozprawil sie z tymi zagadkami, zdziwi sie

zapewne, ze rozwiazanie tego problemu (co prawda nie tylko dla zwyklej
trojwymiarowej kostki, ale w dowolnie wielu wymiarach, o czym pd6zZniej),
przedstawione przez Hao Huanga w lipcu 2019 roku, zostalo przez spolecznosé
informatykow-teoretykéw przyjete z niemalym entuzjazmem jako rozstrzygniecie
waznej hipotezy, postawionej prawie 30 lat wczedniej.

Najpierw jednak sprébujmy wyjasni¢, dlaczego powazni specjalisci chcieli
w ogoéle rozwazaé tak (pozornie) niepowazne zagadnienie.

Funkcje boolowskie

W klasycznej logice rozwaza sie¢ zdania, ktérym przypisuje sie wartosci logiczne
sprawda” lub ,falsz”, oraz operatory logiczne, z ktérych najczesciej uzywane
widnieja obok. Zauwazmy, ze uzywanie liczb zamiast wartosci logicznych
(najczestsze jest utozsamianie prawdy z jednoscia, a falszu z zerem) moze
znacznie uproscié¢ zapis. Zamiast méwié: koniunkcja p A q (czytaj ,p i q”) to
zdanie, ktore jest prawdziwe, gdy oba jego czlony sq prawdziwe, falszywe zas

w kazdym innym przypadku, wystarczy napisaé ,p A ¢ = pq”.

Ogdlnie méwiac, n-argumentowa funkcja boolowska (lub logiczna) bedziemy
nazywali kazda funkcje f : {prawda, falsz}” — {prawda, falsz}. Méwiac nie wiem,
czy zdgze dzi$ pdjsé na (p)oczte, do (s)klepu i naprawié (r)ower, ale chee zrobié
chociaz dwie z tych rzeczy, mozemy zapisa¢ funkcje logiczna opisujaca, czy ten
plan zostal wykonany:

wy(p,r,8) = (PATAS)V(PAT A=)V (DA-TAS)V (mpATAS).
Analogiczny zapis mozemy zastosowa¢ do kazdej funkcji boolowskiej — po prostu
spoérod wszystkich 2™ ukltadéw wartosci logicznych argumentéw wybieramy te,
dla ktérych nasze zdanie ztozone jest prawdziwe. Czasami jednak funkcje mozna
zapisa¢ krocej, np. tak:
w2(p7r75) = (p/\’f’) v (p/\S) N (T/\S),
uwzgledniajac, ze zbiér {p,r, s} ma trzy dwuelementowe podzbiory, lub tak:
w3(p7 T, 5) = (p\/ 5) A (_‘T = (p/\ S))v
co nawet mozna doéé zrozumiale wypowiedzieé: zajrze na poczte lub do sklepu,
ale jesli nie naprawie roweru, to pdjde i tu, i tu. (Czy dla Czytelnika jest
oczywiste, ze to sformulowanie jest rownowazne poprzedniemu? Dla autora nie
calkiem, za kazdym razem musi si¢ on chwile zastanowic.)

Skad jednak wiadomo, Ze to rzeczywiscie ciagle ta sama funkcja logiczna, czyli
ze formuty wy,ws i w3 sa faktycznie réwnowazne? Z pewnoscig mozna podstawic
po kolei wszystkie 23 = 8 ukladéw wartoéci zmiennych p, r, s nalezacych do
{0, 1} i sprawdzié, czy dla kazdej z formul dostajemy jednakowe wyniki. Inny
sposéb wykorzystuje przedstawione wyzej na marginesie algebraiczne definicje
operatorow logicznych. Na przyklad

(rg=-p) =1-(1-¢)+A-q)Q-p)=1-p+pg=(p=q),
a zatem zdania (p = ¢) i (—g = —p) sa réwnowazne. Podobnie wyznaczymy

(p=(gA7)) =1-p+pgr,

(=g A p=7)=0-p+pg)1—p+pr)=1+p(g+r—2)+p*(1—q—r+qr).
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Gdy prawda = 1, falsz = —1, to
wyrazenie w(p, r,s) = pr + ps + rs — 2prs
zmienia sie w

v(z,y,z)+1 z+1 y+1

2 T2 5 T
z+1 z+4+1 y+1 z+1
2 2 2 T2
9 z+1 y+1 z+41
2 2 2
czyli

1
v@.y,2) = F(@+y+z—op2).

Czytelnik bez trudu sprawdzi, ze jest to
poprawny wynik — jesli co najmniej dwie
z liczb z,y i z sa réwne 1, to

v(z,y,z) =1, a jesli dwie lub trzy

z nich sa réwne —1, to v(z,y, z) = —1,
doktladnie tak, jak
pr+ps+rs—2prs=1,np.dlap=r=1
ipr+ps+rs—2prs=0dlap=r=0.
Widzimy, ze taka liniowa zamiana
zmiennych nie wplywa na stopien
wielomianu.

*Formalnie powinno by¢ ,,czutosé funkeji
zdania egzaminu dla ciggu odpowiedzi
Alicji”, ale czy ,czuto$é Alicji” nie brzmi
lepiej?

Tym razem wydaje sie, ze mamy rézne wyniki. Zauwazmy jednak, ze dla

p € {0,1} zachodzi p> = p, czyli 1 +p(g+7r —2) +p*(1 —q—71+qr) =
=1+p(g+r—2)+p(l—qg—r+qr)=1—p+ pgr. Zatem i tym razem mamy do
czynienia z réwnowaznoscia

p=(aAr) = ((p=agNp=r1)).
Cierpliwy Cazytelnik lub odpowiednio zaprogramowany komputer moze
wyznaczy¢ wielomiany odpowiadajace wyrazeniom wq, we i ws i stwierdzié,
ze wszystkie one sa réwne w(p,r,s) = pr + ps +rs — 2prs, a to dowodzi
rownowaznosci tych wyrazen.

Dzieki redukcjom typu p? = p kazda n-argumentowa funkcja boolowska moze
by¢ zapisana w postaci wielomianu n zmiennych, w ktérym nie wystepuja
wyktadniki wigksze od 1. Rézne wielomiany nie moga definiowaé tej samej
funkcji boolowskiej — wynika to z ogdlnych wlasnoéci wielomianéw. Przez
stopien funkcji boolowskiej, oznaczany przez deg(f), bedziemy rozumieé
stopient jej wielomianu, na przyklad deg(p A q) =2, deg(p VgV r) =3,
deg(w(p,r,s)) = 3.

Czulosé funkcji boolowskich

Starajac sie o kredyt, pan Kowalski rzetelnie wypelnit kwestionariusz z setka
pytan. Otrzymal decyzje odmowng — bankowy analityk wyjasnil swojemu
przelozonemu, ze odpowiedzi na pytania 14, 58 i 83 wskazujg na sklonnosé
klienta do nadmiernych wydatkéw. Pan Kowalski nigdy sie jednak nie dowie,
ze dostalby kredyt, wystarczyloby tylko, odpowiadajac na jedno z tych trzech
pytan, sktamac.

Decyzja podejmowana na podstawie kwestionariusza to pewna funkcja
boolowska. W rzeczywistodci nie na kazde pytanie mozna odpowiedzie¢ tak
lub nie, ale nie jest to silne ograniczenie, bo na przyktad pytanie z tysiacem
dopuszczalnych odpowiedzi mozna w zasadzie zastapi¢ dziesigcioma pytaniami
binarnymi. To, ze zmiana pojedynczego argumentu moze zmieni¢ warto$é
funkcji, jest przejawem zjawiska zwanego czutoscia.

Niech wiec f bedzie n-argumentowa funkcja boolowska, a = (z1,...,2y)
dowolnym elementem jej dziedziny. Czuloscia s(f, z) funkcji f w punkcie
nazwiemy liczbe takich y, ze y rézni sie od z tylko na jednej wspolrzednej, ale
fly) # f(x). Czuloscia s(f) funkcji f nazwiemy najwieksza mozliwa wartosé
czulodci s(f, ).

Przyktad 1. Aby zdaé¢ egzamin, nalezy poprawnie odpowiedzie¢ na siedem
z dziesieciu pytan.

 Alicja odpowiedziala poprawnie na 9 pytan i zdata. Czuloéé Alicji* wynosi 0,
gdyz zmiana jednej odpowiedzi nie moze spowodowaé, ze Alicja nie zda.

e Bartek odpowiedzial dobrze na 7 pytan i zdal z trudem. Gdyby udzielil innej
odpowiedzi na ktorekolwiek z tych pytan, nie zdalby. Jego czuloé¢ to 7.

e Czarek odpowiedzial dobrze na 6 pytan i nie zdal, cho¢ niewiele brakowalo.
Gdyby zaliczyl choéby jedno z pozostatych 4 pytan, zdatby. Czulo$¢ Czarka
to 4.

e Dagmara odpowiedziala dobrze na 5 pytan i nie zdala. Zmiana jednej
odpowiedzi nic nie daje — poprawnych odpowiedzi bedzie najwyzej 6, co nie
wystarcza do pozytywnego wyniku. Czulosé Dagmary wynosi 0.

Czuloéé caltej funkcji to 7 i nietrudno zobaczyé¢, ze wplywaja na nia jedynie
przypadki graniczne. Ogdlnie, dla egzaminu z n pytaniami i progiem zdania

na poziomie m > 0 (oraz m < n, bo trudno zadaé, by kto§ odpowiedzial na ponad
100% pytan) czuloéé to wigksza z liczb min —m + 1.

Przyklad 2. Emil zaprosil na urodziny n = m? gosci pochodzacych z m krajéw
(z kazdego kraju dokladnie m os6b). Impreze uzna za udana, jesli z kazdego
kraju przyjdzie co najmniej jeden go$é (funkcja boolowska f jest tu wiec
koniunkcja m alternatyw po m zmiennych w kazdej, czyli funkcja stopnia

m-m = n). Rozwazmy graniczne przypadki.

e . Prawie nieudana” udana impreza ma miejsce wtedy, gdy z kazdego kraju
kto$ jest, ale z niektorych krajow tylko pojedyncze osoby, ktére moga wyjsé,



Hao Huang, Induced subgraphs of
hypercubes and a proof of the Sensitivity
Conjecture, arxiv.org/abs/1907.00847.

psujac urodziny. Tych pojedynczych osob jest nie wiecej niz krajéw, wiec
czulo$é nie przekracza m.

o ,Prawie udana” nieudana impreza jest za$ wtedy, gdy z jakiego$ (ale tylko
jednego) kraju nikt nie przyszedl. Wtedy czekamy, az kto$ z m zaproszonych
z tego kraju godci jednak sie pojawi — tu czulo$¢ wynosi m.

Ostatecznie czulosé calej funkeji to s(f) =m = /n = /deg f.

Po wprowadzeniu powyzszych poje¢ mozemy juz powiedzie¢, ze problem
rozstrzygniety przez Huanga pierwotnie wcale nie dotyczyl mréwek na kostce:

Hipoteza o czuloéci (obecnie twierdzenie Huanga):
Dla kazdej funkcji boolowskiej f zachodzi nieréwnosé s(f) = /deg(f).

Zwiazek funkcji boolowskich z kostkami jest dosS¢ prosty: podobnie jak

zwykly szescian mozemy umiesci¢ tak, by jego wierzchotkami byty punkty
(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0), (0,1,1),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0) i (1,1,1), i powiedziet,
ze jest to dziedzina tréjargumentowej funkcji boolowskiej, tak mozemy

uwazac¢ zlozone z zer i jedynek ciagi dtugosci n za wspélrzedne wierzchotkéw
n-wymiarowej kostki.

Wracajac na razie do geometrii, mozemy sformulowaé nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie (Huang): Jesli ponad polowe z 2" wierzchotkéw n-wymiarowej
kostki (czyli co najmniej 2" ~1 + 1 wierzchotkéw) zajmuja mréwki, to co najmniej
jedna z nich ma co najmniej 1/n sasiadek.

Dowdd tego twierdzenia, wymagajacy jedynie znajomosci podstaw algebry
liniowej, w tym mnozenia macierzy, oméwimy w kolejnej czesci artykulu,
w nastepnym numerze. Powiemy woéwczas réwniez, jak z powyzszego faktu
wydedukowaé twierdzenie Huanga o czulosci.

i Zadania

Przygotowal Lukasz BOZYK

M 1642. Chcemy zaplanowaé turniej badmintona dla czterech oséb, w ktorym
kazde dwie rozegraja doktadnie jeden mecz. Mamy do dyspozycji dwa korty

i trzy rundy (w kazdej rundzie odbywaja sie dwa mecze). Czy mozna zaplanowaé
rozgrywki w taki sposéb, aby nikt nie gral dwa razy na tej samej poldéwce?
Rozwigzanie na str. [§]

M 1643. Chcemy zaplanowaé turniej badmintona dla szesciu oséb, w ktérym
kazde dwie rozegraja doktadnie jeden mecz. Mamy do dyspozycji trzy korty

i pie¢ rund (w kazdej rundzie odbywaja sie trzy mecze). Czy mozna zaplanowaé
rozgrywki w taki sposéb, aby nikt nie gral dwa razy na tej samej poldéwcee?
Rozwigzanie na str. [§]

M 1644. Schodkowy tréjkgt o wysokosci n to figura ztozona z 1+ 2+ ...+ n pdl
jednostkowych (patrz rysunek). Ile jest prostokatéow zlozonych z calych pél
takiego trojkata?

Rozwigzanie na str. [J]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1003. Podczas rzeczywistych zderzen cial sprezystych czeéé¢ energii
kinetycznej jest tracona na cieplo i trwate odksztalcenia zderzajacych sie cial.
W badaniach zderzen Newton uwzglednial ten efekt poprzez wprowadzenie
wspolezynnika restytucji k = v/u, gdzie u oznacza predkosé wzgledna cial przed
zderzeniem, a v — predko$¢ po zderzeniu. Ile, wedlug takiego modelu, trwa ruch
stalowej kulki upuszczonej na pozioma, zelazng plyte z wysokosci hg = 1 m od
chwili jej upuszczenia do ustania ,,podskokéw”? Wspotczynnik restytucji k = 0,7,
przyspieszenie ziemskie g = 9,81 m/s%.

Rozwigzanie na str. [4]

F 1004. Po jakim czasie grubos¢ lodu na powierzchni stawu wzrosnie od 5 cm
do 10 cm, jezeli temperatura powietrza pozostaje stala i wynosi —10°C? Gestosé
lodu wynosi p = 917 kg/m3, ciepto topnienia L = 334 kJ/kg, wspétczynnik
przewodnictwa cieplnego lodu wynosi k = 2,2 W/(K - m).

Rozwiazanie na str. [I0]
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