Nieskonczonosé: 7. Rozmyslania o myslakach

Michat KORCH

W pazdziernikowym numerze Delty przedyskutowalidémy hipoteze continuum

i zaskakujace rozwiazanie problemu dotyczacego jej prawdziwosci (o ile
Czytelnik zgodzi si¢ nazwaé to rozwiazaniem). Na pytanie, czy istnieje

nieskonczony podzbiér zbioru liczb rzeczywistych, ktéry nie jest réwnoliczny
ze zbiorem liczb naturalnych ani ze zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych
(jest wiec ,wigkszy” od zbioru liczb naturalnych, ale ,mniejszy” od zbioru
liczb rzeczywistych), odpowiedZ nie brzmi ,tak” ani ,nie”. Okazalo sie, ze nie
jest mozliwe udowodnienie, ze taki zbior istnieje, ani ze taki zbior nie istnieje.
Inaczej méwiac, umiemy udowodnié, ze nie da sie udowodni¢, iz taki zbior
istnieje (czego dokonal Paul Cohen). Ale tez umiemy udowodnié, ze nie da

sie udowodnié, ze taki zbior nie istnieje (tego dokonal wezesniej Kurt Godel).
Wszystko to przy zalozeniu, ze same aksjomaty matematyki (czyli, powiedzmy,
teorii zbioréw) sa niesprzeczne.

Ale jak to mozliwe? Czy nie jest przypadkiem tak, ze kazde matematyczne
zdanie jest albo prawdziwe, albo nie? Sprobujemy sie nad tym zastanowi¢ w tym
odcinku naszej nieskoriczonej przygody.

Zblizamy sie wiec nieuchronnie do $wiata logiki. Ten Swiat wygodnie nam bedzie
zwiedza¢ razem z myslakami — stworzonkami wymys$lonymi przez Raymonda
Smullyana, ktére mysla w bardzo precyzyjny sposob. Bedziemy zatem okreslaé
precyzyjnie coraz bardziej interesujace style mys$lenia i wnioskowania.

Zacznijmy od najprostszego typu myslaka. Myslak podstawowy po pierwsze
wierzy we wszystkie tautologie. Tautologia to takie zdanie, ktore zawsze

jest prawdziwe, niezaleznie od okolicznoéci. Na przyktad, jesli p to dowolne
zdanie logiczne, to zdanie ,,p lub nie p” jest tautologia. Myslak wierzy we
wszystkie tego typu zdania. Po drugie, myslak podstawowy ma te ceche, ze jesli
wierzy w dowolne zdanie p oraz w zdanie ,,z p wynika ¢”, to réwniez uwierzy

w zdanie q.

O myslaku powiemy, ze jest sprzeczny, jesli wierzy

w pewne sprzeczne zdanie (np. w zdanie ,nie jest
prawda, ze p lub nie p”, takie zdanie bedziemy
oznaczaé 1). Zauwazmy, ze sprzeczny myslak
podstawowy ma te ceche, ze wierzy absolutnie we
wszystko. Rzeczywiscie, skoro z falszu wynika wszystko,
dla dowolnego zdania p zdanie ,jeéli L, to p” jest
tautologia, wiec myslak w nie wierzy. Skoro jednak
wierzy rowniez w 1, to wierzy takze i w p. Myélaka
bedziemy nazywaé zuchwalym, jedli wierzy on w to, ze
nie jest sprzeczny.

Warto jeszcze zwrdci¢é uwage na jedna kwestie. Nigdy
do tej pory nie powiedzieliSmy, ze jesli myslak wierzy

w jakie$ zdanie p, to wierzy, ze w nie wierzy. To jest
zwigzane z pewna samo$wiadomoscia, ktérej myslak
podstawowy moze nie posiadaé. Ta cecha bedzie nam
jednak przydatna w dalszych rozwazaniach. Dla kazdego
zdania p zdanie ,myslak wierzy w p” oznaczmy jako Mp.

Powiemy na przyklad, ze myslak wie o mysleniu, jesli
dla kazdych zdan p i ¢ wierzy on, ze jesli uwierzy w p
oraz w zdanie ,,jesli p, to ¢”, to uwierzy tez w ¢. Inaczej
moéwiac, myslak wie o my$leniu, jesli ma $§wiadomosé
reguly rzadzacej jego rozumowaniem. Formulujac to
jeszcze inaczej, myslak taki wierzy w kazde zdanie
postaci ,,jesli Mp oraz M (jesli p to q), to Mq”.

To jednak jeszcze nie wszystko. Dodajmy myslakom
kolejny element samoswiadomosci. Powiemy, ze myslak,
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ktory wie o mysleniu, jest normalny, jesli za kazdym
razem, gdy wierzy w zdanie p, wierzy tez w to, ze wierzy
w p. Inaczej méwiac, jesli wierzy w p, to rowniez wierzy
w Mp.

No i w koncu, o normalnym myslaku bedziemy mowié,
ze jest samoswiadomy, jesli wie, ze jest normalny. Czyli
jedli dla kazdego zdania p wierzy, ze jesli uwierzy w p,
to uwierzy, ze uwierzy w p. Inaczej méwiac, wierzy

w kazde zdanie postaci ,,jesli Mp, to M(Mp)”. O ile
my$lak normalny nie musi koniecznie wierzy¢ w to, ze
jest normalny (ta cecha to wladnie samoswiadomosé),
to okazuje sig, ze mys$laki samosdwiadome nawet
wiedza, ze sa samoswiadome! Zachecamy Czytelnika

do samodzielnego udowodnienia tego faktu.

Zalozymy takze, ze jesli ktos powie do myslaka pewne
zdanie p (np. ,pada deszcz”), to myslak uwierzy

w zupelnie naturalne w tej sytuacji zdanie ,ten kto$
moéwi prawde wtedy i tylko wtedy, gdy pada deszcz”.

Powiedzmy teraz, ze do samoswiadomego myslaka
przychodzi pewien czlowiek. Czlowiek ten niech nazywa
sie¢ Kurt (oczywiscie, ku czci Kurta Godla). Kurt

mowi nastepujace stowa: ,nie uwierzysz, ze méwie
prawde”. Okazuje sie, ze wtedy my$lak, o ile nie jest
sprzeczny, nigdy sie o tym nie dowie (nigdy w to nie
uwierzy, ze jest niesprzeczny). Jesli natomiast myslak
jest zuchwaly (czyli wierzy, ze jest niesprzeczny), to
stanie si¢ sprzeczny!



Jak to mozliwe? Aby sie przekonaé, przesledzmy
rozumowanie samoswiadomego zuchwalego myslaka.

A mysli on tak: ,Zatézmy, ze uwierze, ze Kurt méwi
prawde. To znaczy, ze uwierze w to, co powiedziat.
Uwierze, Ze nie uwierze, ze on méwi prawde. Ale skoro
uwierze w to, ze mowi prawde, a jestem normalny,

to takze uwierze, ze wierze w to, ze on mowi prawde.
Zatem jednoczesnie uwierze w to, ze nie wierze, ze on
méwi prawde, i w to, ze wierze w to, ze méwi prawde.
Czyli uwierze w dwa przeciwne sobie zdania, czyli stane
sie sprzeczny. Ale ja nie mogg si¢ staé sprzeczny”. To
ostatnie my$li myslak, bedac myslakiem zuchwaltym.
Rozumuje wiec dalej: ,,Poniewaz to sprzecznosé, to
zalozenie, ze uwierze, ze Kurt méwi prawde, nie jest
prawdziwe. Wynika z tego, ze na pewno nie uwierze, ze
Kurt méwi prawde. A zatem rzeczywiscie méwi prawde
Myslak ten wierzy zatem w to, ze Kurt méwi prawde,
a takze bedac normalnym, wierzy w to, ze wierzy, ze
Kurt méwi prawde. Ale mysli dalej: ,Wierze, ze on
moéwi prawde, a on jednak powiedzial, ze w to nie
uwierze. Wiec nie méowi prawdy”. W tym momencie
myslak wierzy zaréwno w to, ze Kurt méwi prawde,
jak i w to, ze Kurt nie méwi prawdy. A zatem nasz
myslak rzeczywiscie popadl w sprzecznosé! Do czego
moze doprowadzi¢ myélaka zuchwalos¢!

kM

Druga wersja naszego wniosku powinna by¢ zatem
jasna. Jesli myslak jest samo$wiadomy, ale nie jest
sprzeczny, to na pewno nigdy nie uwierzy w to, ze nie
jest sprzeczny. Gdyby bowiem w to wierzyl, wtedy, co
pokazali$my, jest sprzeczny!

Zauwazmy jeszcze, ze jesli zdanie ,Kurt méwi prawde”
oznaczymy jako p, to zdanie, ktére Kurt wypowiedzial,
to ,nie Mp”. W takim razie zdanie, w ktére w wyniku
wypowiedzi Kurta myslak uwierzyt, to: ,Kurt méwi
prawde wtedy i tylko wtedy, gdy nie Mp”. Czyli po
prostu zdanie ,,p wtedy i tylko wtedy, gdy nie Mp”.

Okazuje sig, ze matematyka jest w pewnym sensie
samo$wiadomym myslakiem, ktéry rozmysla nad

takim wtasnie zdaniem. Kurt Gédel udowodnit,

ze jesli zalozymy aksjomatyke, z ktérej wynikaja
wszystkie twierdzenia arytmetyki liczb naturalnych
(tzw. arytmetyke Peano), to system dowodzenia ma
wladciwosci samodwiadomego myslaka. W tym wypadku
wiara mys$laka w pewne zdanie p odpowiada mozliwosci
udowodnienia zdania p. Co wiecej, Godel pokazal, ze
istnieje zdanie p takie, ze nasz system matematyczny
zawiera zdanie postaci ,,p wtedy i tylko wtedy, gdy

nie Mp” (w tym wypadku Mp dla pewnego zdania p
znaczy po prostu, ze z przyjetych aksjomatéow mozna
udowodni¢ p). Aby znalezé takie zdanie p, Kurt

Godel wykorzystal sprytny pomyst, ktéry polegal na
ponumerowaniu wszystkich mozliwych zdan. Czytelnika
zainteresowanego, w jaki dokladnie sposéb mozna
znalez¢ takie zdanie, odsylamy do podrecznikéw
akademickich (np. ,,Godel’s Theorems”, Peter Smith,
dostepny w Internecie).

W kazdym razie okazuje sig, ze przyjmujac dowolny
system aksjomatow zawierajacy arytmetyke na liczbach
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naturalnych, jesli sa one niesprzeczne, nie jest mozliwe
udowodnienie tego faktu. Wobec tego, paradoksalnie,
fakt, ze nie ma dowodu wewnetrznej niesprzecznosci
aksjomatéw matematyki, mozna traktowaé jako
pozytywna informacje! Inaczej méwiac, wiadomo, ze
nie da sie udowodni¢ tego, ze aksjomaty matematyki sg
niesprzeczne (no chyba ze sa sprzeczne, bo wtedy da sie
z nich udowodni¢ wszystko!). Ten fakt nazywany jest
drugim twierdzeniem Goédla o niezupelnosci.

Stowo ,niezupelnosé” w nazwie tego twierdzenia odnosi
sie do tego, ze istnieja takie zdania, ktérych nie da

si¢ udowodnié ani obalié¢, wychodzac od przyjetych
aksjomatéw. Jako przyklad drugie twierdzenie

Godla podaje wlasnie zdanie o tym, ze aksjomaty sa
niesprzeczne. Nie jest to jedyny przyklad takiego zdania
(pierwsze twierdzenie Godla o niezupelnosci méwi po
prostu, ze takie zdanie istnieje). My juz poznaliémy inny
przyklad takiego zdania — jest nim hipoteza continuum.

Co mozna z tym poczaé¢? Mozna mysle¢ na dwa sposoby.
Pierwszy z nich to wyobrazenie, ze istnieje wiele $wiatéw
matematycznych. Za kazdym razem, gdy spotykamy
takie zdanie, jak hipoteza continuum, to bedziemy
wiedzieli, ze istnieja matematyczne Swiaty, w ktoérych

to zdanie jest prawdziwe, jak tez i Swiaty, w ktérych

to zdanie jest nieprawdziwe. Mozemy mysle¢, jakie sa
konsekwencje dla takiego matematycznego systemu,

gdy na przyklad hipoteza continuum jest prawdziwa,

a jakie, gdy nie jest prawdziwa. Mozemy rozwazaé rézne
przypadki matematycznych $wiatéw.

Mozna tez mysleé, ze istnieje jeden prawdziwy
matematyczny $wiat. I po prostu jeszcze nie wiemy,
czy hipoteza continuum jest w nim prawdziwa, czy
tez nie, bowiem nasz system aksjomatéw nie jest
wystarczajaco silny. Trzeba zatem pracowaé nad
znalezieniem nowego aksjomatu — stwierdzenia, ktore
wszyscy uznaja za prawdziwe, i to takiego, ze dodanie
go do aksjomatéw rozstrzygnie hipoteze continuum.
Oczywiscie, zgodnie z twierdzeniem Gdédla nadal beda
zdania nierozstrzygniete takze przez ten nowy system
aksjomatéw. Ale to podejscie w szczegdlnosci oznacza,
ze chociaz problem hipotezy continuum jest rozwiazany
w zakresie przyjetych obecnie aksjomatow, to nie jest
rozwiazany w sensie ogélnym.

Sam Godel byl wyznawca istnienia jednego prawdziwego
matematycznego $wiata. Uwazal, ze prawdopodobnie
hipoteza continuum nie jest prawdziwa — dowod

jej nierozstrzygalnosci uznawal za $wiadectwo tego,

ze przyjete aksjomaty w niewystarczajacy sposob
opisuja $wiat matematyczny. Kwestia ta wywotata
sporo dyskusji w matematycznym Swiecie. Jeden

z najwybitniejszych matematykow zajmujacych

sie¢ wspolczesdnie teoria mnogosci, Hugh Woodin,
zaproponowal nowy aksjomat, z ktérego w szczegdlnosci
wynika zaprzeczenie hipotezy continuum. Nie mozna
jednak w zaden sposéb o tym stwierdzeniu powiedzied,
ze oczywiste jest, iz powinno ono by¢ uznane za
aksjomat.



Nie brakuje jednak wybitnych badaczy, ktérych poglady
na matematyczny Swiat i hipoteze continuum sa
zblizone do idei wieloswiata matematycznego. Izraelski
matematyk, autor niejednego przetomowego odkrycia
matematycznego, Saharon Shelah, napisal w artykule
,Logical Dreams” z 2003 roku: ,,Niektérzy uwazaja, ze
przekonujace dodatkowe aksjomaty teorii mnogosci,
ktére rozstrzygaja problemy o duzym znaczeniu,
zostang znalezione lub nawet juz zostaly znalezione.
Trudno dyskutowaé z ta nadzieja oraz trudno rozwazadé
argumenty, ktore nie zostaly jeszcze zasugerowane. Nie
zgadzam sie jednak z czystym platonskim pogladem,
ze interesujace problemy w teorii mnogo$éci mozna

rozstrzygnaé, musimy tylko odkryé¢ dodatkowy aksjomat.

Moje wyobrazenie jest takie, ze mamy wiele mozliwych
teorii mnogosci, wszystkie zgodne z aksjomatami ZFC”
(z podstawowymi aksjomatami teorii mnogosci).

Zostawmy ten problem w tym miejscu. Kazdy Czytelnik
ma prawo do swoich wyobrazen co do wynikajacego

z powyzszych rozwazan obrazu matematyki. Faktem
jest, ze powszechnie przyjete aksjomaty nie rozstrzygaja,
czy istnieja jakie$ ,nieskonczonoéci” pomiedzy
nieskoriczono$cia przeliczalng a tg mocy continuum.
Mozemy jednak z latwoscia konstruowaé nieskonczenie
wiele (bardzo nieskoriczenie wiele!) jeszcze wiekszych
nieskonczonoéci. Tym zajmiemy sie w kolejnym,
ostatnim, odcinku naszych przygod z nieskonczonodcia.

Przygotowal Lukasz BOZYK

ﬁ Zadania

M 1621. Na tablicy poczatkowo napisana zostala liczba 1. Jedli na tablicy
napisana jest co najmniej jedna z liczb n, 2n, 3n + 1, to mozna dopisa¢ kazda

z pozostalych. Rozstrzygnaé, czy kazda dodatnia liczba catkowita moze
w pewnym momencie pojawi¢ sie na tablicy.

Rozwiazanie na str. [I6]

M 1622. Dany jest kwadrat ABC'D. Punkty P i Q lezace odpowiednio
wewnatrz tréjkatow ABC i ADC maja te wlasnoéé, ze 3xPAQ = xPCQ = 45°.
Wykazaé, ze BP?2 4+ DQ? = PQ>.

Rozwiazanie na str.

M 1623. Dany jest kwadrat ABC'D. Punkty P i @ lezace odpowiednio
wewnatrz trojkatow ABC i ADC maja te wlasnosé, ze X PAQ = xPCQ = 45°.

Wykazaé, ze

[ABP] + [ADQ] + [CPQ] = [CDQ] + [BCP] + [APQ)],
gdzie [F] oznacza pole figury F.

Rozwiazanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 989. Oszacuj liczbe atoméw, z ktérych sktada sie Ziemia. Promien Ziemi
R ~ 6400 km, masa Ziemi M = 6,0 - 102* kg, jednostka masy atomowej
(1/12 masy atomu *2C) u ~ 1,7 - 10727 kg. Pozostale informacje znajdz, analizujac

Rys. 1

Rys. 2
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dane przytaczane w ukladzie okresowym pierwiastkow.
Rozwigzanie na str. [5]

a F 990. W temperaturze 910°C zelazo podlega przemianie fazowej, w ktorej
zmienia si¢ sposéb uporzadkowania jego atomoéw. W niskich temperaturach
atomy krysztalu zelaza obsadzaja wezly sieci regularnej, centrowanej
przestrzennie (rysunek 1 przedstawia komoérke elementarna takiej sieci, zwanej
siecig bee). Powyzej 910°C atomy obsadzaja wezly sieci regularnej centrowanej
powierzchniowo (rysunek 2 przedstawia jej komodrke elementarna — sieé fec).
Badajac dyfrakcje promieni X na krysztale, mozna nie tylko ustali¢ rodzaj
struktury, ale takze rozmiar komoérki elementarnej. Dla sieci bee dlugosé boku
komoérki wynosi ag = 2,9044 - 10710 a dla fcc ap = 3,6467 - 10710 (obie dlugoéci
mierzone w temperaturze 910°C). Jak podczas przemiany zmienia sie odlegto$é
a miedzy najblizszymi atomami sieci? Jak zmienia si¢ gestosé zelaza?

Rozwigzanie na str. [5]



