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Zostan na chwile demonem zla. Chcesz zainfekowaé szachownice o n? polach

(n > 2), ktére bedziemy nazywaé komdrkami. W kazdym kolejnym kroku
zdrowa komorka zostaje zainfekowana, gdy graniczy co najmniej dwoma bokami
z zainfekowanymi sgsiadami. Ten proces nazywamy 2-infekcjg. Zainfekowana
komoérka pozostaje chora na zawsze.

Jaki jest najmniejszy zbior inicjujocy 2-infekcje calej szachownicy? Musimy
precyzyjnie odpowiedzie¢ na dwa pytania:

1. Jaka minimalna liczba zainfekowanych komdrek wystarczy, by 2-zainfekowad
calq szachownice?

2. Jak rozmiescié na szachownicy minimalny zbior inicjujgcy 2-infekcje, by
zainfekowad wszystkie komorki?

OdpowiedZ na pierwsze pytanie jest prosta. Przyjmijmy, ze zainfekowane
komérki sg czarne. Zauwazmy, ze zainfekowany zbiér na rysunku 1 ma obwdd 12.
Po zainfekowaniu srodkowych kwadratéw (zacieniowanych na zielono, rys. 2),
obwdd zainfekowanego zbioru jest rowny 10 < 12. Z kolei na rysunku 3
zainfekowany zbiér ma obwdd 8, ktory nie zmienia sie po rozszerzeniu infekcji

(rys. 4).

Przyktady te sugeruja, ze rozprzestrzenianie 2-infekcji nie zwigksza obwodu
zainfekowanej figury! Zatem jesli mamy szachownice o n? komérkach (n > 2)

i obwodzie 4n, to (n — 1) zainfekowanych komoérek nigdy nie wystarczy do
2-zainfekowania calej szachownicy (bo wtedy obwdd zainfekowanego zbioru nie
przekracza 4(n — 1) < 4n).

To, ze n zainfekowanych komérek wystarczy do 2-zainfekowania szachownicy

o n? komérkach, sprawdzamy empirycznie, rozmieszczajac n zainfekowanych
komoérek na przekatnej (rys. 5). Inne ,skuteczne” rozmieszczenie n = 4
zainfekowanych komérek na szachownicy o 42 = 16 polach przedstawia rysunek 6.
W obu tych konfiguracjach zainfekowana komérka wystepuje w kazdym wierszu
i w kazdej kolumnie. Warunek ten jeszcze nie gwarantuje 2-zainfekowania calej
szachownicy (rys. 7). Oznacza to, ze w procesie rozprzestrzeniania si¢ 2-infekcji
istotne jest rozmieszczenie komorek rozpoczynajacych 2-infekcje (rézne od
rozmieszczenia wzdluz przekatnych). Koncentracja zainfekowanych komérek, jak
i nadmierne ich rozproszenie nie gwarantujg sukcesu. Im wigksza szachownica,
tym oczywiscie wiecej mozliwosci ,,bezpiecznego” rozlokowania n zainfekowanych
komorek (rys. 8, 9). Przy jednoczesnym spelnieniu warunku, ze infekcja pojawia
sie w kazdej kolumnie i w kazdym wierszu, daja one mozliwo$¢ zainfekowania
wybranych obszaréw, nie infekujac calej szachownicy.

Problem komplikuje sie, gdy rozwazamy prostokatna tablice n x m (n,m > 2)
jednostkowych kwadratéw (komérek). Rozumujac jak wyzej, tatwo stwierdzamy,
ze do 2-zainfekowania takiej tablicy potrzebujemy co najmniej (’”me
zainfekowanych komoérek (symbol [z] oznacza najmniejsza liczbe calkowity nie
mniejszg od x). Jednak rozmieszczenie zbioru [24™] zainfekowanych komorek,
ktory 2-zainfekuje cala tablice, nie jest tak oczywiste. Dla tablicy o wymiarach
5 x 10 rozmieszczenie 8 zainfekowanych komérek, jak na rysunku 10, pozwoli
2-zainfekowaé cala tablice.

Przyklad ten pokazuje, jak 2-zainfekowac tablice n x m: jesli n < m, to najpierw

infekujemy kwadrat n x n, a pozostate [ ™5™ ] infekcji umieszczamy w co drugiej

(i ewentualnie ostatniej) kolumnie pozostalego prostokata n x (m — n).

Zobaczmy, jak moze przebiegaé rozwoj infekcji, gdy w kazdym kroku zdrowa
komoérka (kwadrat jednostkowy) zostaje zainfekowana, jesli graniczy co najmniej
trzema bokami z zainfekowanymi sasiadami. Taki proces infekcji nazywamy
3-infekcjq.
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Przyjmijmy, ze proces 3-infekcji szachownicy o n? komérkach (n > 3) rozpoczyna
k < n? komérek, ktére jedna po drugiej zarazajg wszystkie t = n? — k komérek.
Do zainfekowania komorki dochodzi, gdy wystapi sytuacja z rysunku 11.
Ogoélnie, gdy zdrowa komorka zostaje zainfekowana, to w 3-infekcji obwdd
zainfekowanego obszaru maleje co najmniej o 2.

Zatem skoro poczatkowo zainfekowany obszar ma obwdd co najwyzej 4k, to
po procesie zainfekowania wszystkich ¢ komérek obwdd zainfekowanego zbioru
spelnia nieréwnosé

4k — 2t = 4k — 2(n* — k) > 4n,

n? +2n

s [ 4]
Gdy n > 3 jest liczba parzysta, to mozemy wskazaé¢ dokladniejsze (wigksze)
ograniczenie dolne liczby zainfekowanych komorek, ktére przy wlasciwym
rozmieszczeniu gwarantuja 3-zainfekowanie szachownicy o n? komoérkach.
Zauwazmy, ze w tym przypadku 4 komorki w rogach szachownicy musza
by¢ zainfekowane, bo te komérki maja tylko dwdch sasiadéw graniczacych
bokami. Z podobnych wzgledéw do krawedzi szachownicy nie moga przylegaé
dwie sasiadujace zdrowe komérki (nigdy nie zostalyby one zarazone). W tej
sytuacji, ze wzgledu na parzysto$¢ n, co najmniej 4 zainfekowane komoérki
przylegaja do zainfekowanych rogéw szachownicy. Wobec tego poczatkowy
obwod zainfekowanych po6l wynosi co najwyzej 4k — 8. Zatem w tym przypadku
mamy nowe oszacowanie

(4k —8) — 2t = 4k — 8 — 2(n® — k) > 4n,

k> {WWH'

skad

skad
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Wzory te pokazuja, ze dla duzych zbioréw skuteczna 2-infekcje wywoltuje
relatywnie maly zbidr, ale skuteczng 3-infekcje moze wywotaé tylko duzy zbiér,
stanowiacy co najmniej trzecia cze$¢ wszystkich komérek. Odpornosé na infekcje
jest istotna! Oto przyklady pokazujace, ze

5 zainfekowanych komérek 3-infekuje szachownice o 9 komérkach (rys. 12),

10 zainfekowanych komérek 3-infekuje szachownice o 16 komérkach (rys. 13),
12 zainfekowanych komérek 3-infekuje szachownice o 25 komérkach (rys. 14),
18 zainfekowanych komoérek 3-infekuje szachownice o 36 komérkach (rys. 15).

Na wiekszej szachownicy problem rozmieszczenia minimalnej liczby komérek,
ktére 3-infekuja cala szachownice, staje si¢ trudniejszy.

Zadanie. Pokazaéd, ze: (a) 21 zainfekowanych komoérek wystarczy do 3-infekcji
calej szachownicy o 7% = 49 komérkach, (b) 28 zainfekowanych komérek wystarczy
do 3-infekcji calej szachownicy o 82 = 64 komérkach.

Odpowiedz znajduje sie na stronie YTatwo sprawdzi¢, ze przedstawione
na powyzszych przykladach konfiguracje realizuja wyprowadzone przez nas
wczesniej ograniczenie dolne na liczbe poczatkowo zainfekowanych komérek.
Niestety nie wiemy, czy to ograniczenie jest zawsze optymalne?

Dyskusja nad tego typu problemami moze by¢ kontynuowana dla innych
podzialéw plaszczyzny wielokatami badZ moze by¢ rozciagnigta na
wielowymiarowe prostopadtosciany, np. na zbiory jednostkowych sze$ciandéw
wypelniajacych szeécian n?, gdzie n > 3.

Jesli komoérka w postaci jednostkowego szescianu zostaje zainfekowana, gdy
graniczy co najmniej dwiema Scianami z zainfekowanymi sasiadami, to do
zainfekowania calego szescianu 33 wystarcza 4 zarazone komérki, 6 chorych

n
komoérek moze zainfekowaé caly szeécian 43. Ogdlnie, jedli n > 3, to n + LEJ

chorych komérek moze zainfekowaé calty szecian n3 (|x| oznacza najwigksza
liczbe catkowita nie wigksza od z). Oczywiscie, gdy trafnie rozmie$cimy
zainfekowane komorki. . .
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