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A — B oznacza, ze A wygral z B.
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Rys. 1. Uczestnicy cyklu przy okraglym
stole; kazdy wygral z osobg siedzaca
na lewo od niego.

Rys. 2

Rys. 4. Cykl dtuzszy o 2 od cyklu C

Okragly stot i trojkaty  Joanna JASZUNSKA

Turniej to zestaw rozgrywek pomiedzy pewna liczba graczy, w ktorym kazdy gra
doktadnie jeden mecz z kazdym z pozostalych i nie ma remiséw. Jesli zawodnik
wygral wszystkie swoje mecze, nazwiemy go zwyciezcq.

Cykl to taki ciag co najmniej trzech réznych zawodnikow, w ktorym kazdy wygral
z nastepnym, a ostatni z pierwszym (rys. 1). Trdjkat to cykl o dtugosci trzy.

1. Wykaz, ze w kazdym turnieju istnieje zwyciezca lub istnieje trojkat.

2. Wykaz, ze jesli w turnieju nie ma trojkata, to wszystkich graczy mozna ustawié
w rzedzie tak, ze kazdy wygral ze wszystkimi zawodnikami stojacymi za nim.

3. Udowodnij, ze jesli w turnieju istnieje cykl o wiecej niz trzech graczach, to
istnieje trojkat.

4. Udowodnij, ze po kazdym turnieju albo mozna wszystkich uczestnikow ustawic
w cykl, albo mozna ich tak podzieli¢ na dwie grupy G i D, ze kazdy z grupy G
wygratl z kazdym z grupy D.

Rozwigzania

R1. Niech M bedzie zawodnikiem, ktory wygral maksymalna liczbe meczow. Jesli
wygral wszystkie, jest zwyciezca. W przeciwnym wypadku istnieje zawodnik W,
ktory wygral z M oraz istnieje przynajmniej jeden zawodnik pokonany przez M.

Gdyby gracz W zwyciezyl ze wszystkimi, ktorzy przegrali z M, to W wygralby
wiecej meczow niz M (bo pokonal tez M) — sprzecznosé. Zatem W przegral
z ktoryms z graczy, z ktorymi wygral M, czyli istnieje trojkat. [

R2. Z zadania 1 wiemy, ze skoro nie ma trojkata, to istnieje zwyciezca Z7;
ustawmy go na poczatku rzedu. W gronie pozostatych graczy rowniez nie ma
trojkata, wiec istnieje gracz Zs, ktory pokonat ich wszystkich (ale nie Z)

— ustawmy go na drugim miejscu rzedu. Kolejnych graczy ustawiamy
analogicznie. [

R3. Niech A} — Ay — A3 — ... — Ay — A; bedzie cyklem, gdzie k > 3.
Rozwazmy mecz A1 — As. Jesli wygral go gracz As, otrzymujemy trojkat

A1 A3 As. W przeciwnym przypadku otrzymujemy cykl Ay — As — Ay —

... = A — Ay 0 k — 1 graczach. Jedli jest ich wiecej niz 3, postepujemy dalej
analogicznie. [

RA4. Jesli nie ma zadnych cykli, to nie ma tréjkatéow i na mocy zadania 1
istnieje zwyciezca. Wowcezas niech grupa G sklada sie tylko z niego, a grupa D
z pozostalych zawodnikow.

Jesli istnieja cykle, to rozwazmy cykl C o maksymalnej dtugosci. Jezeli C zawiera
wszystkich graczy, to teza jest spetniona. W przeciwnym przypadku istnieje osoba
X, ktora nie nalezy do cyklu C.

Wykazemy, ze X albo wygral ze wszystkimi zawodnikami z C, albo ze wszystkim
przegral. Zalozmy przeciwnie, ze X przegral z Y, ale wygral z Z z cyklu (rys. 2).
Woéwezas w cyklu C na ,drodze” od Y do Z istnieja tacy dwaj kolejni zawodnicy
Y’ 7' 7e X przegral z Y/, ale wygral z Z' . Wtedy cykl C mozna wydtuzyé,
dolaczajac zawodnika X pomiedzy Y/ a Z’ (rys. 3), sprzecznie z zalozeniem

o maksymalnosci C.

Jezeli istnieja zawodnicy W i P spoza cyklu C, ktorzy odpowiednio wygrali
i przegrali ze wszystkimi z cyklu, to W wygrat z P, gdyz w przeciwnym razie cykl
mozna by wydtuzy¢ o tych dwoch graczy w sposob przedstawiony na rysunku 4.

Niech do grupy G naleza wszyscy zawodnicy, ktorzy wygrali z graczami z C, do D
ci, ktorzy przegrali z uczestnikami C. Wszystkich graczy z cyklu C dotaczmy

do dowolnego sposrod zbiorow G, D. W ten sposob otrzymujemy zadany

podziat. [J

Zadanie domowe

5. Wykaz, ze po kazdym turnieju wszystkich jego uczestnikow mozna ustawic
w rzedzie tak, ze kazdy wygral z zawodnikiem stojacym bezposrednio za nim.
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