*licealista, III LO im. Marynarki
Wojennej RP w Gdyni

krag rozplata¢? Zegarek spontanicznie nie ztozy sie ze srubek, spiralek

i sprezynek, ale bieg czasu mozna mierzy¢ patykiem i jego cieniem na piasku.
Takze pre-komoérki musiaty by¢ skrajnie proste, dazy¢ spontanicznie do
odgrodzenia si¢ najprostszymi btonami od §rodowiska, gromadzi¢ proste zwiazki
organiczne, takze takie, ktore sa zdolne do samoorganizacji w bardziej ztozone
struktury. Wtedy przewidzie¢ mozna rowniez pojawianie sie nowych funkcji

i samoreplikacje niektorych z takich ukladow. Juz na tym poziomie pojawia

sie zjawisko pre-ewolucji, utrwalenie w wyniku doboru najbardziej wydajnych,
najszybszych, funkcjonalnych wersji komorek.

Tacy badacze jak Jack Szostak probuja dzis zbudowaé swoje wersje
procesu/proceséw powstania zycia, swoje modele. Szukaja chemicznych
spontanicznych proceséow do tego prowadzacych. Postuluja proste modele,
spelniajace postulaty definicji zycia z NASA. Aby dojs¢ moglo do ewolucji
komoérek, zaczaé sie musialo od ewolucji czasteczek. Nie bylto wielkich
kompleksow makromolekul, ztozonych strukturalnie bton komoérkowych. Proste
pre-czasteczki pakowaly sie do prostych pecherzykéw otoczonych prostymi,
polprzepuszezalnymi bltonami. Pewne przypadkowe zmiany w chemicznej naturze
tych czasteczek skutkowaty replikacja takich czasteczek, ktore mogltyby zawieraé
chemiczna informacje (pre-kwasy nukleinowe). I tak, po powstaniu zaczatkow
zycia rozpoczeta sie jego ewolucja.

Czym jest zycie? Do definicji NASA dodatabym jeszcze dynamike wszystkich
jego zjawisk. Stala realizacje wszelakiego rodzaju zmian. A czasu mialo to zycie
duzo — ponad 4 miliardy lat.

Dzi§ problem istoty zycia rozpatrujemy na poziomie czasteczek i czaséow rzedu
sekund. Te procesy czekajag na interpretacje kwantowa — podobno jeszcze nam do
niej daleko.

A jednak mam nadal wrazenie, ze aktualna jest pewna stara piosenka:
zycie jest formq istnienia biatka, tylko w kominie czasem co$ zatka. . .

Teoria grup w kombinatoryce
Pawet BURZYNSKI*

Ten artykul bedzie poswiecony zliczaniu réznych kolorowan obiektow, ktore
podlegaja symetrii. Wyobrazmy sobie, ze Kalina chciataby pokolorowaé rogi
kwadratu za pomoca m koloréw. Ile r6znych figur moze w ten sposoéb otrzymad?
Ponizszy rysunek przedstawia wszystkie mozliwe kolorowania dwoma kolorami,
podzielone na zbiory kolorowan identycznych wzgledem izometrii.
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Jak widac¢ istnieje 16 kolorowan dwoma kolorami, ale tylko 6, gdy dopuscimy
obracanie kwadratem i odbicia symetryczne. Aby obliczy¢ liczbe kolorowan
wiekszg liczba kolorow, przyjrzyjmy sie dokladnie izometriom naszego obiektu.
W przypadku kwadratu jest ich 8:

e identycznosc,
e obroty o 90°, 180°, 270°,
e odbicia wzgledem przekatnych, osi pionowej oraz osi poziomej.
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Dodatkowo izometrie dowolnego obiektu mozna sktadaé¢. Oznaczmy te operacje o.
Przyktadowo: jezeli odbijemy kwadrat wzgledem osi pionowej, a nastepnie
obrocimy go o 180°, otrzymamy odbicie wzgledem osi poziomej. Zbiér izometrii
wraz z operacja o ma ponizsze podstawowe wilasnosci, dzicki ktorym tworza one
grupe, ktora od teraz bedziemy oznaczaé przez G

zlozenie dowolnych dwoch izometrii rowniez jest izometria;

dzialanie o jest laczne, czyli dla dowolnych p, ¢, € G mamy (pog)or = po(gor);
istnieje element neutralny e nazywany identycznoscia, taki ze dla dowolnego
p € G zachodzi poe =eop = p;

dla dowolnego p € G istnieje izometria odwrotna nazywana p~!, taka ze
pop t=pltop=e

Zachecam Czytelnika, aby samodzielnie uzasadnil powyzsze wtasnosci grupy
izometrii.

Jezeli oznaczymy teraz zbior wszystkich kolorowarni kwadratu m kolorami
(dla pewnego ustalonego m) przez A, bedziemy mogli zdefiniowaé dzialanie
grupy G na zbiér A. Zauwazmy, ze dowolna symetria g z G moze dziataé¢

na kazdy element z A, przeksztalcajac go na pewien inny. Mowiac formalnie,
jest to funkcja spelniajaca dwie wlasnosci:

* (91 092)(a) = g1(g2(a)),

e c(a) = a.

Aby lepiej zrozumieé¢ dziatanie grupy izometrii na kolorowaniach obiektu,
warto przyjrzeé sie rysunkowi kolorowan kwadratu i zastanowié¢ sie, ktorymi
izometriami trzeba dziata¢ na kolorowania z kazdej grupy, aby otrzymac
pozostale.

Zanim przejdziemy do kluczowego twierdzenia, potrzebujemy jeszcze trzech
nowych pojeé. Dla dowolnej izometrii g zbiorem jej punktéw statych beda
wszystkie kolorowania a, takie ze g(a) = a — bedziemy ten zbioér oznaczaé
przez £ix(g). Dla dowolnego kolorowania a zbiorem jego stabilizatorow beda
wszystkie symetrie g, takie ze g(a) = a — ten zbiér bedziemy oznaczaé przez
stab(a). Ostatecznie, dla pewnego kolorowania a orbita, do ktorej ono nalezy,
bedzie zbiér wszystkich innych kolorowan, ktére mozna otrzymaé z a dziatajac
pewna izometria z G. Ten zbior bedziemy nazywaé orb(a). Zauwazmy teraz, ze
na rysunku wszystkich kolorowan kwadratu (poprzednia strona) zostaly one
podzielone wlasnie na orbity. Kazda orbita odpowiada jednemu sposobowi
kolorowania obiektu, zatem naszym celem jest obliczenie ich liczby.

Niech a oraz b beda dwoma kolorowaniami nalezacymi do tej samej
orbity. Ponadto niech H oznacza zbiér wszystkich takich izometrii h, ze
hoa = b; zauwazmy rowniez, ze h~1(b) = a. Wybierzmy dowolna izometrie
h € H. Sktadajac ja lewostronnie ze wszystkimi izometriami ze zbioru
stab(a), otrzymamy |stab(a)| roznych izometrii nalezacych do H. Zatem
|H| > |stab(a)|. Ponadto a mozna sktadaé¢ z odwrotnosciami wszystkich
izometrii z H, otrzymujac |H| izometrii nalezacych do stab(a). Z tego wynika,
ze |H| < |stab(a)|, wiec:

|H| = |stab(a)| = |stab(b)|.
Jezeli zadzialamy na kolorowanie a wszystkimi izometriami z G, to kazde
z kolorowan ze zbioru orb(a) otrzymamy doktadnie tyle samo razy w wyniku
dziatania grupy. Mozna zatem wywnioskowaé bardzo wazny lemat:

Vacalstab(a)| - Jorb(a)| = |G|.
Teraz jestesmy gotowi, aby wyprowadzi¢ kluczowy wzor. Oznaczajac zbior
wszystkich orbit poprzez (2, otrzymujemy:
2 gec 1£ix(9)|

1 |stab(a)
L
2 Jorn(a)] ~ 2= [ Gl

Ostatnia réwnoé¢ wynika z faktu, ze zaréwno ) . , [stab(a)l, jak

1> ,cq |fix(g)| sa réwne liczbie par (g,a), takich ze g(a) = a. Wyprowadzona
powyzej tozsamosé nazywana jest lematem Burnside’a. Zbior A jest
niejednokrotnie ogromny, przez co nie ma mozliwosci badania wszystkich
orbit. Dzieki tej rownosci wystarczy sklasyfikowaé izometrie z grupy G,
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Na tylnej stronie oktadki znajduja sie
kwadraty z pokolorowanymi
wierzchotkami. Sprawdz, ilu i jakich
pokolorowan brakuje, jesli dwa
pokolorowania uwazamy za jednakowe,
gdy dadza sie natozy¢ przez obrét lub
symetrie kwadratu.

Rozwiazanie mozesz tez znalezé w tym
numerze.

ktorych jest stosunkowo niewiele. Jedyng trudnoscia, jaka pozostala, jest
obliczenie dla kazdej izometrii, ile ma ona punktoéw stalych. Aby to zrobié,
musimy spojrzeé, ktore sposrod rogow kwadratu dana izometria przeksztatca
na ktore. W ten sposéb rozbijemy je na cykle, a kazdy z nich bedzie musial
byé¢ w tym samym kolorze. Jezeli izometria ma k cykli, to ma ona m* punktéw
statych, poniewaz kazdy z nich kolorujemy jednym kolorem.

Dla utatwienia ponumerujmy rogi kwadratu od 1 do 4 tak, jak numeruje sie
¢wiartki uktadu wspolrzednych. Ponizsza tabela przedstawia, jakie cykle
powstang dla wszystkich izometrii kwadratu. Zachecam do jej doktadnego
przeanalizowania.

izometria g cykle liczba cykli | |£fix(g)|
identycznosé¢ (1)(2)(3)(4) 4 m?
90° (1,4,3,2) 1 m
obrot 180° (1,3)(2,4) 2 m?
270° (1,2,3,4) 1 m
o$ pozioma | (1,4)(2,3) 2 m?
odbicie o$ pionowa | (1,2)(3,4) 2 m,2
przekatna 1 | (1,3)(2)(4) 3 m?
przekatna 2 | (1)(2,4)(3) 3 m?

Podsumowujac dane z tabeli i wstawiajac je do otrzymanego wzoru, mozemy
wyprowadzi¢ wzor na liczbe réznych kolorowari kwadratu m kolorami:

m* +2m3 + 3m? + 2m

3 .

Sprobujmy teraz zmierzy¢ si¢ z trudniejszym problemem. Wyobrazmy sobie,
ze Kalina chciataby pokolorowaé wszystkie Sciany szesciennej kostki, majac
do dyspozycji kredki w m kolorach. Ile réznych kostek moglaby w ten sposéb
otrzymac¢? Tym razem nie bedziemy wypisywaé¢ wszystkich izometrii szescianu,
musimy to zrobi¢ sprytniej. Zacznijmy od tego, ze obracajac szeScian, mozemy
go postawi¢ na dowolnej ze $cian, a nastepnie obrocié na cztery sposoby, zatem
mamy 6 - 4 = 24 izometrie. Sprobujmy je teraz sklasyfikowac.

e Identycznosé. Kazda $ciana przechodzi sama na siebie, tworzac osobny cykl,
zatem ma ona m® punktow statych.

e Obroét o 90° lub 270° wzgledem osi przechodzacej przez srodki przeciwlegtych
Scian. Jest 3 -2 = 6 takich izometrii. Dla kazdej z nich dwie $ciany, przez ktore
przechodzi 0§ symetrii, przechodza same na siebie, natomiast pozostate §ciany
tworza, jeden cykl, zatem mamy m?® punktow stalych.

e Obroét o 180° wzgledem osi przechodzacej przez srodki przeciwleglych Scian.
Sa trzy takie izometrie. Cykle zachowuja si¢ podobnie jak w poprzednim
przypadku, ale cykl dlugosci 4 rozbija sie na 2 cykle dtugosci 2. Mamy zatem
m* punktow statych.

e Obrot o 120° lub o 240° wzgledem osi przechodzacej przez pare przeciwlegtych
wierzchotkow. Mamy 4 - 2 = 8 takich izometrii. Kazda z nich tworzy dwa cykle
dtugosci 3 przy obu wierzchotkach, tworzac m? punktow stalych.

e Obrot o 180° wzgledem osi przechodzacej przez srodki przeciwleglych
krawedzi. Jest 6 takich izometrii. W kazdej z nich 2 pary $cian potaczone
krawedziami, przez ktore przechodzi os, oraz pozostalte 2 Sciany, przechodza
na siebie nawzajem. Mamy trzy cykle dtugosci 2, wiec jest m3 punktow
statych.

Zauwazmy, ze rozpatrzyliSmy juz wszystkie 24 izometrie. Po podstawieniu
otrzymanych danych do wzoru otrzymujemy wzoér na liczbe nieizometrycznych
kolorowan $cian szedcianu m kolorami:

mS + 3m* 4+ 12m3 + 8m?

24 ’

Po przeczytaniu tego artykutu warto sprobowaé¢ wtasnych sit i ustali¢, na ile
sposobow Kalina mogtaby pokolorowaé czworoscian, a na ile o$mioscian foremny
za pomoca m kolorow.
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