Rys. 3

okazuje si¢ zbiorem pustym, nie ma wiec co mowié¢ o jego dtugosci. Natomiast
okrag o promieniu 7R jest okregiem wielkim, totez ma diugosé 2m R. Widzimy
w szczegllnosci, ze zdefiniowane wlasdnie okregi na sferze sa w przestrzeni
jednoczesnie okregami w zwyczajnym sensie — dla unikniecia nieporozumien

w drugim przypadku bedziemy moéwié o okregu euklidesowym, z euklidesowym
srodkiem i promieniem.

Dla ustalenia uwagi za punkt P przyjmijmy biegun péinocny sfery i ustalmy
promien sfery réwny 1. Wéwczas okrag S(P, ) jest réwnoleznikiem
odpowiadajacym szerokosci geograficznej § — 6 (katy mierzymy tu w radianach).
Jak pokazuje rysunek 2, ma on euklidesowy promien réwny siné. W ten sposéb
otrzymujemy wzor na dtugosé okregu

|S(P,0)| =2msinb.

Wiemy, ze na plaszczyznie byloby to 2w6. Poréwnanie dlugosci tuku i cigciwy

na rysunku 3 pokazuje, ze siné < 6, a wiec okregi na sferze sa krétsze od ich
odpowiednikéw na plaszczyznie. Gdyby pewne otoczenie punktu P na sferze byto
izometryczne z fragmentem plaszczyzny, to te dwa wzory musialyby sie pokrywad,
przynajmniej dla odpowiednio matych wartosci 6.

W ten sposéb mozemy z ulga skonstatowaé, ze Ziemia nie jest ptaska.
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Wybér podzbioru [n] zawierajacego a

jest réwnowazny wyborowi pozostatych
elementéw, czyli dowolnego podzbioru

zbioru [n] \ {a}.

Nie odpowiedzieliSmy jednak na pytanie
o to, jak wygladaja wszystkie
przecinajace si¢ rodziny podzbioréw [n],
ktére osiagaja 2"~ elementéw.

Te przedstawione nie sa jedyne.

Wybieramy (r — 1) elementéw zbioru
A\ {a} spoéréd (n — 1) elementéw
zbioru [n] \ {a}.

Widaé, ze definicja s;;(A) zalezy

nie tylko od A, ale tez od rodziny F,
ktérg rozwazamy, wiec lepiej byloby
pisaé sf; (A) zamiast s;;(A), ale

na szczeScie i tak nie napotkamy

na klopoty w oznaczeniach.

Damian ORLEF*

Najogdlniej méwiac, kombinatoryka ekstremalna zajmuje si¢ pytaniami o to, jaki
jest rozmiar najwiekszego (lub najmniejszego) mozliwego zbioru obiektéw danego
typu, spetlniajacego pewien zadany warunek i jak takie ekstremalne przypadki
wygladaja. Wiele z nich dotyczy rodzin zbioréw, jak np.

Pytanie 1. Jaka jest najwieksza rodzina podzbioréw zbioru {1,2,...,n}, ktérej
kazde dwa elementy maja niepuste przeciecie?

Rodzine spelniajaca ten warunek nazywaé bedziemy przecinajgcg sie. Oznaczmy dla
wygody [n] :={1,2,...,n}. Nietrudno wskazaé przyktad sporej rodziny przecinajacej
sie: dla dowolnego a € [n] spelia ten warunek rodzina wszystkich podzbioréw [n],
ktére zawieraja a, skladajaca sie z 2”1 zbioréw. Wiecej juz nie uzyskamy, o czym
przekonamy si¢, ustawiajac wszystkie podzbiory zbioru [n] w 27~! par postaci

{4, [n] \ A}. Dowolna rodzina przecinajaca sie zawiera co najwyzej jeden zbidr

z kazdej pary, wiec jej licznoéé nie przekracza 2”1, co chcieli$my wykazaé.

Po tej udanej rozgrzewce rozwazmy podobny problem dla rodzin r-jednorodnych,
tzn. skladajacych sie tylko ze zbioréw ustalonej mocy r € [n].

Pytanie 2. Jaka jest najwieksza r-jednorodna, przecinajaca sie rodzina podzbioréow
zbioru [n]?

Taka rodzine bedziemy nazywaé¢ w skrocie (r,n)-rodzing. Dla r > n/2 widaé, ze
nawet rodzina wszystkich r-elementowych podzbioréw zbioru [n] jest (r,n)-rodzina,
wiec w dalszym ciagu zakladamy, ze 1 <r < n/2.

Modyfikujac wezesniejszy przyklad, mozemy wskazaé (r, n)-rodzine wszystkich
r-elementowych podzbioréw [n] zawierajacych pewna ustalong liczbe a € [n]; rodzina
ta liczy¢ bedzie (7;:11) elementéw. Podobnie jak wczesniej, wiecej sie nie da, ale
dow6d maksymalnosci jest teraz bardziej wymagajacy. My skorzystamy z ciekawej
i bardzo uzytecznej techniki przesuwania (ang. shifting) rodziny zbioréw, ktéra

ograniczy nasz problem do dos¢ wygodnych rodzin.

O co chodzi w przesuwaniu? Zakladamy, ze dana jest pewna rodzina F
podzbioréw [n]. Dla dowolnej pary liczb 1 < i < j < n okredlamy operacje s;;
na zbiorach A € F jako ,podmiane” liczby j na i, o ile jest to mozliwe i o ile
prowadzi do powstania zbioru spoza F. Bardziej precyzyjnie

si(A) = {(A\{J}) U{i}, jeslije A, i ¢ Aoraz (A\ {j}) U{i} ¢ F,

A, w przeciwnym przypadku.
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Rozwigzanie zadania F 901.
Opierajac sie na analizie wymiarowej,
mozemy napisaé, ze dla sprezyn

o jednakowym ksztalcie

k[N/m] = Ca[m] - E [N/m?], gdzie

C' — stala bezwymiarowa, a — ktérys

z geometrycznych rozmiaréw sprezyny,
E — modul Younga. Wyobrazmy sobie
trzecia sprezyne o $rednicy 9 mm

i dlugosci 3 cm wykonang z drutu

o $rednicy 0,6 mm. Mialaby ona
wspoélczynnik sprezystosci trzy razy
wiekszy od sprezyny pierwszej, to znaczy
3.14N/m = 42 N/m. Réwnoczesnie
wspélezynniki sprezystosci trzeciej

i drugiej sprezyny pozostaja

w stosunku 3/7. Stad otrzymujemy, ze
wspoélczynnik sprezystoéci drugiej
sprezyny wynosi 18 N/m.

(Rozwazajac zalezno§é wspoélczynnika
sprezystosci od dlugosci sprezyny,
zauwazmy, ze, na przyklad, szeregowe
polaczenie n jednakowych sprezyn, kazda
o wspotczynniku sprezystosci k, daje
sprezyne o wspoélczynniku

sprezystosci k/n.)

Jesli r < m/2, to zdefiniowane wczesniej
rodziny sg jedynymi (r, n)-rodzinami

o (2:%) elementach. Jesli r = n/2

i r> 1, to mozliwodci jest juz wigcej.

Stosujac ja, zastepujemy pewne wystapienia liczby j w zbiorach rodziny F
wystapieniami mniejszej liczby 4, nie zmieniajagc mocy modyfikowanych zbioréw.
Sprawdzajac kilka prostych przypadkéw, mozna tez zauwazy¢, ze operacja s;; jest
roznowartosciowa na F, a zatem wynik jej zastosowania do wszystkich zbiorow
rodziny, tzn. rodzina s;;(F) := {s;;(A4) : A € F}, liczy sobie tyle samo elementéw
co F. Nazwijmy wagq zbioru A C [n] sume jego elementéw, za$ wagq rodziny F

— sume wag zbioréw nalezacych do F. Zauwazmy, ze waga s;;(F) jest nie wicksza
od wagi F, a réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy s;;(A) = A dla kazdego
A € F. Najciekawsze jednak jest to, ze jesli F jest rodzing przecinajaca sie, to jest
nig réwniez s;;(F). Poniewaz jednak niniejszy artykul i tak jest bogato udekorowany
matematycznymi formulami, techniczny (acz nietrudny) dowdd tego faktu
pozostawiam Czytelnikowi Dociekliwemu jako ¢wiczenie.

Potrzebne nam bedzie jeszcze jedno pojecie — rodzing F nazwiemy przesunietg, jezeli
dla kazdych 1 < ¢ < j < n zachodzi s;;(F) = F, co oznacza tak naprawde, ze

si;(A) = A dla kazdego A € F, bo rodziny F i s;;(F) maja taka sama wage.
Réwnowaznie, rodzina F jest przesunigta, jesli dla kazdych liczb 1 < i < j < n oraz
kazdego zbioru A € F, z warunkéw j € A, ¢ ¢ A wynika, ze (A\ {j}) U {i} € F.

W zbiorach z przesunietej rodziny F mozna podmienia¢ wieksze liczby na mniejsze,
otrzymujac dalej zbiory z F.

Rozwazmy teraz dowolng rodzine F i jesli istnieja 1 < i < j < n takie, ze

s5i;(F) # F, to zastapmy F przez s;;(F) i powtarzajmy te procedure, dopdki jest to
mozliwe. Kiedy$ musi si¢ ona zakonczy¢ z uwagi na zmniejszajaca sie wage
rozwazanej rodziny, a zatem z kazdej rodziny F mozemy, stosujac skonczenie wiele
operacji postaci s;;, otrzymaé rodzing przesunigta F'.

Mozemy teraz uzasadni¢ odpowiedZ na pytanie 2. Wykazemy przez indukcje
wzgledem n, ze jesli 1 <7 < n/2 oraz F jest (r,n)-rodzing, to |F| < (fj)
Baze indukcji stanowi przypadek n = 2, w ktérym sprawa jest oczywista. Przejdzmy
do dowodu kroku indukeyjnego: niech 1 < r < n/2 oraz F bedzie (r,n)-rodzina. Jesli
r =1, to latwo zobaczy¢, ze |F| < 1= (’:j) Jesli zas$ r = n/2, to mozemy
powtérzy¢ rozumowanie uzyte przy okazji pytania 1 i podzieli¢ r-elementowe
podzbiory [n] na pary postaci {4, [n] \ A}. Do kazdej z nich nalezy co najwyzej
jeden element rodziny F, wiec |F| < %(?) = (?:})
Pozostaje przypadek 1 < r < n/2. Rodzing F mozemy operacjami s;; przeksztalcié
do rodziny F’, ktéra jest przesunigta, a takze, z uwagi na wlasnosci zachowywane
przez s;j, jest (r,n)-rodzing i liczy tyle samo elementéw, co F. Sprowadzili$my
zatem problem do rodzin przesunigtych. Prébujac zredukowaé problem
do podzbioréw [n — 1], rozwazmy rodziny F := {A € F' :n ¢ A} oraz

1 ={A\{n}:AeF ,ne A}

0 jest z zalozenia (r,n — 1)-rodzing oraz 1 < r < (n — 1)/2, wiec na mocy zalozenia
indukeyjnego, | 7| < (777).

Z kolei Fj jest (r — 1)-jednorodna rodzing podzbioréw [n — 1], a takze

1< (r—1) < (n—1)/2. SprawdZmy, ze jest tez rodzing przecinajaca sie, aby moc
skorzysta¢ z zalozenia indukcyjnego. Przypu$émy nie wprost, ze pewne A, B € Fj sa
roztaczne. Poniewaz |A U B| = |A| 4+ |B| = 2r — 2 < n — 2, wiec istnieje

k € [n—1]\ (AU B). Do przesunietej rodziny F' naleza zbiory 4; :== AU {n},

By := BU{n}, wiec nalezy réwniez do niej (A; \ {n}) U{k} = AU {k}. Widaé
teraz, ze AU {k} i BU{n} sa rozlacznymi elementami przecinajacej si¢ rodziny F”,
czyli mamy sprzeczno$é. Z zalozenia indukeyjnego dostajemy wige | F;| < (2:;)

Podsumowujac, |F| = |F'| = |75l + |F| < (P73) + (773) = (72}, co koficzy dowdd

kroku indukcyjnego i rozwiazanie problemu.

Do$¢ naturalny pomyst na krok indukcyjny moégt zadziataé¢ dopiero po przejéciu

do rodziny przesunietej. Otrzymany rezultat znany jest jako twierdzenie
Erdésa—Ko-Rado, a przyjrzeliémy si¢ wtasnie jego pierwszemu dowodowi. Na tym sig
jednak kariera techniki przesuwania w kombinatoryce nie skonczyla. Udalo sie dzieki
niej rozwiaza¢ wiele probleméw i wciaz jest ona z powodzeniem stosowana.
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