\ o) lcy Tréjkatne dowody Joanna JASZUNSKA

Symbol Newtona (Z) dla liczb catkowitych n, k > 0 oznacza liczbe sposobéw
wybrania zbioru k elementéw sposrod n. W szezegélnodei (7)) = (1) = 1.

Ze zbioru (n + 1)-elementowego z jednym elementem wyréznionym k + 1 elementéw
mozna wybraé, biorac wyrézniony element i k z pozostalych n, albo wybierajac
wszystkie k + 1 spoéréd n niewyrdznionych. Stad (Zﬁ) = (Z) + (kil)
Z symboli Newtona mozna zbudowaé tréjkat Pascala (rys. 1), w ktérym w n-tym
Kazda jedynka précz (3) tez spelnia wierszu (numerujac od 0) stoja kolejno wartosci (g), (’f), cey (Z) Na mocy
warunek (+): jest suma jedynki nad nia  powyzszych wzoréw liczby wzdluz ramion tréjkata sa réwne 1, a wewnatrz

i trz tréjkata. Lo . P . .
I umownego zera na zewnatrz trojkata kazda liczba jest sumq dwdch liczb stojacych nad nig (x).

Korzystajac z tréjkata Pascala i wlasnosci () mozna udowodni¢ wiele tozsamosci.
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Rys. 1. Na dalszych rysunkach liczby oznaczamy kropkami. =0 k n
Rozwigzania
e R1. Dla n = 0 suma (Z) réwna jest (8) =1 =2 W kolejnych wierszach,
. ¢ o ° . na mocy (*), suma liczb jest dwukrotnoscig sumy poprzedniego wiersza (rys. 2),
/ ./. / / uzyskujemy wiec kolejne potegi dwdjki.
® Suma (2) dla k parzystych réwna jest sumie (Z) dla k nieparzystych (i réwna sumie
Rys. 2 wyrazéw poprzedniego wiersza, rys. 3). Stad réznica tych dwéch sum daje zero. O
. R2. Sumujemy wyrazy jak na rysunku 4, od géry, korzystaj@c z (%). O
° ° = = n + 1
° ° ° R3. Z rysunku 4 i z poprzedniego zadania T, Z Z = oraz
=1
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d R4. Element ( ) jest srodkowym wyrazem wiersza numer 2n. Na mocy (*) jest
on sumg dwéch wyrazéw nad nim, a wiec tez suma trzech wyrazéw o dwa wiersze
. . . wyzej, przy czym Srodkowy z nich liczymy dwukrotnie. Stad jest takze suma
° e ° ° czterech $rodkowych wyrazow jeszcze wyzszego wiersza, liczonych z krotnosciami
odpowiednio 1, 3, 3, 1, itd. Na rysunku 5 zilustrowano uzyskane w ten sposéb dwa
Rys. 4 »brzenikajace sie” trojkaty Pascala — wyjsciowy oraz drugi ,,do géry nogami”,
oznaczajacy krotnosci, z jakimi liczy¢ nalezy wyrazy z coraz wyzszych wierszy.

Trojkaty te maja wspdlny n-ty wiersz i stad ( ) jest suma wyrazéw tego wiersza,
o o . liczonych z krotno$ciami odpowiadajacymi im samym, co konczy dowdd. [

Zadania domowe

5. Wykaz, ze Z (Z) (n—k+1)= (Zii)

k=m
6. Niech 0 < a,b € N. Wyznacz sume tych (Z), dla ktérych n — k < a oraz k < b.

Wskazéwka 5 i 6. Zinterpretuj szukane sumy na tréjkacie Pascala i skorzystaj z zadania 2.

n

7. Niech S, = (§k> Wykaz, ze Spy1 = 3-2%" — S,,.
k=0

Wskazéwka 7. Przyda sie zadanie 1 oraz rozumowanie jak w rozwigzaniu zadania 4.
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