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Rys. 1

Rys. 2

W zadaniu 4 rozumowanie z zadania 3
nie dziata, bowiem 23+1 +1>12.

Dla dowolnych liczb wiq, wa, ..., wy,
zachodzi nieréwnos$é miedzy Sredniq
kwadratowq a arytmetyczng:

Zadanie 4 pochodzi z obozu naukowego
Olimpiady Matematycznej z 2011 roku.

Kolorowe kropki Joanna JASZUNSKA

W wielu zadaniach wystepuja réznokolorowe punkty ptaszczyzny, a w ich
rozwiazaniach przydatne bywaja rozmaite rozumowania kombinatoryczne.

1. Maja i Gucio graja w gre. Malujg na przemian punkty plaszczyzny wedle
nastepujacych regul. Maja rozpoczyna; w swoim ruchu maluje dowolnie wybrany
bezbarwny punkt na kolorowo. Gdy nadchodzi kolej Gucia, wybiera on 2015
bezbarwnych punktow i maluje je na czarno. Maja wygrywa, jesli na plaszczyznie
pojawia sie trzy kolorowe punkty tworzace trojkat réwnoboczny. Czy Gucio moze
jej to uniemozliwié?

2. Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano jednym z dwoéch kolorow. Wykaz, ze
istnieje na tej ptaszczyznie prostokat o wierzchotkach jednego koloru.

3. Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano jednym z n koloréw (n > 2). Wykaz,
ze istnieje na tej ptaszczyznie prostokat o wierzchotkach jednego koloru.

4. Kazde pole szachownicy 12 x 12 pomalowano jednym z trzech koloréw.
Wykaz, ze istnieja cztery pola o tym samym kolorze, ktérych srodki sa
wierzchotkami prostokata.

Rozwigzania

R1. Nie, Maja moze zastosowaé nastepujaca strategie, ktora gwarantuje jej
zwyciestwo. W pierwszych n swoich ruchach Maja maluje na kolorowo n punktéw
z jednej prostej. Kazda pare takich kolorowych punktéw mozna na dwa sposoby
uzupetnié do tréjkata réwnobocznego (rys. 1), par punktéw sposréd n jest

%n(n — 1), wiec tacznie po n ruchach na plaszczyznie jest n(n — 1) takich
punktéw, ze pomalowanie dowolnego z nich na kolorowo da Mai zwycigstwo.

Dla n > 2016 mamy n(n — 1) > 2015n, zatem Gucio nie moze w swoich
poczatkowych n ruchach wszystkich opisanych powyzej punktéw pomalowaé
na czarno i Maja moze wygra¢ w ruchu numer n + 1. [

R2. Narysujmy 3 poziome proste, 9 pionowych i rozwazmy 27 punktéw ich
przecieé¢. Kazdy punkt pomalowano jednym z dwoch koloréw, tacznie jest wigc
23 = 8 mozliwych ukladéw koloréw tréjki wyrédznionych punktéw z pojedynczej
pionowej prostej. Poniewaz mamy 9 pionowych prostych, na pewnych dwoch

z nich (nazwijmy je k i) jest ten sam uklad koloréw takiej trojki (rys. 2).

Wiéréd trzech wyrdznionych punktéw na prostej k, pomalowanych dwoma
kolorami, pewne dwa punkty majg ten sam kolor. Niech to beda dwa wierzchotki
szukanego prostokata, pozostate dwa to odpowiadajace im punkty tego samego
koloru z prostej [ (leza one na tych samych poziomych prostych). O

R3. Wystarczy uogdlni¢ rozwiazanie poprzedniego zadania i rozwazy¢
n + 1 prostych poziomych oraz 2"+ + 1 prostych pionowych. O

RA4. Istnieje kolor, ktérym pomalowano przynajmniej % -12-12 = 48 pol.

Rozwazmy 48 pdl tego wlasnie koloru i niech w; oznacza liczbe tych pdl
12

wystepujacych w i-tym wierszu; oczywiscie Z w; = 48. W kazdym wierszu dwa
i=1

spoérdd rozwazanych pol mozna wybraé na %wi(wi — 1) sposobéw. Wobec tego
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przy czym nieréwnos$¢ wynika z nieréwnoéci srednich (na marginesie).
Tymczasem dwie z 12 kolumn mozna wybraé¢ na % -12-11 = 66 sposobéw —
mniej niz 72. Oznacza to, ze w pewnych dwbch wierszach mozna wybraé¢ po dwa
pola tego samego koloru i w tych samych kolumnach; ich srodki tworzg szukany
prostokat. [J
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