Pokryé to znaczy utozyé prostokaty

na szachownicy tak, by nie zachodzilty
na siebie i by cata powierzchnia
szachownicy byta zakryta. Przez caly
artykul patrzymy tylko na prostokaty
polozone w taki sposéb, ze zakrywaja

n kolejnych p6l (w rzedzie lub kolumnie).
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Ukladanie prostokatéw
Joachim JELISIEJEW™

W tym artykule zastanawiamy sie nad pytaniem
kiedy szachownice N x M mozna pokryé prostokgtami 1 X n?

Naturalna préba odpowiedzi to: szachownice mozna pokryé, gdy n dzieli dlugosé
ktdregos z bokdw, czyli gdy n| N lub n| M. Jasne jest, ze w tym przypadku
faktycznie mozna pokry¢ szachownice. Ale czy sa inne przypadki, w ktorych
istnieje pokrycie?

Jezeli n jest liczba pierwsza, to tatwo zauwazy¢, ze nie: jezeli duzy prostokat jest
pokryty prostokatami 1 x n, to n dzieli jego pole, ktére jest rowne N M. Skoro n
jest pierwsza, to n| N lub n| M.

W przypadku, gdy n nie jest pierwsza, sprawa nie jest taka prosta. Istnieje sporo
klasycznych zadan z tej problematyki, dotyczacych szczegdlnych przypadkdw
tego pytania (patrz np. deltoid 4/2010). Okazuje sie, ze tatwiej dojéé

do rozwiazania, gdy potraktuje si¢ problem ogélnie. Kluczem jest, jak we
wspomnianym deltoidze, metoda kolorowania.

Pokolorujmy kolejne przekatne szachownicy n kolorami (na rysunku 1 mamy
n =4, N =14, M = 10). Do dalszych rozwazan potrzeba nam nieco oznaczen
i obserwacji. W wiekszosci przypadkéw znacznie tatwiej przekonaé sie

o prawdziwosci podanych stwierdzen, np. patrzac na rysunek, niz porzadnie
opisa¢ dowdd, zatem uzupelnienie uzasadnien pozostawiamy Czytelnikowi.

1. Pola o tym samym kolorze lezace w tym samym rzedzie lub kolumnie sa
oddalone o doktadnie n. Wynika stad kluczowy wniosek:

kazdy prostokgt 1 x n zakrywa dokitadnie jedno pole kazdego koloru.

2. Méwimy, ze rzad ma kolor a, jezeli zaczyna sie od pola koloru a.

3. Jezeli n nie dzieli N, to rzedéw niektorych koloréw jest o jeden wigcej,
niz rzedéw pozostatych koloréw. Te kolory nazywamy czestymi. Pozostale
kolory nazywamy nieczestymi. Na rysunku 1 magenta i jasnoszary sa czeste,

a pozostate nieczeste. Jezeli n dzieli N, to wszystkie kolory nazywamy czestymi.

4. Jezeli jest doktadnie k koloréw czestych, to N daje reszte k z dzielenia przez n.

5. Kolorowanie pozwala rozrézniaé rzedy. Jezeli n nie dzieli M, a rzad A i rzad B
maja rézne kolory, to istnieje taki kolor ¢, ze liczba pdl pokolorowanych na ¢
jest ré6znaw A i B.

6. Przemalowywanie. Wybierzmy dwa kolory a i b i przemalujmy kazdy rzad
koloru b na rzad koloru a i odwrotnie. Na rysunku 2 rzedy magenta
przemalowano na ciemnoszare i odwrotnie. Nastepujaca obserwacja jest kluczowa:

po przemalowaniu kazdy prostokgt 1 X n zakrywa dokladnie jedno pole
kazdego koloru.

Oczywiscie, wszystkie powyzsze obserwacje przenosza sie na kolumny —
wystarczy zamieni¢ N z M w sformutowaniach powyzej.

Mozemy juz przej$¢ do rozwigzania naszego problemu.
Zadanie 1. Kiedy szachownice N x M mozna pokryé¢ prostokatami 1 x n?

Rozwigzanie. Wiemy, ze jesli n| N lub n | M, to pokrycie istnieje. Wykazemy, ze
zachodzi réwniez implikacja odwrotna: jezeli istnieje pokrycie, to n| N lub n| M.

Zalézmy, ze szachownice N x M mozna pokry¢ prostokatami 1 x n oraz liczba n

nie dzieli ani NV, ani M. Pokolorujmy szachownice n kolorami, podobnie
jak na rysunku 1. Z obserwacji 1 wynika, ze pdl kazdego koloru jest tyle samo.

Skoro n nie dzieli IV, to istnieje przynajmniej jeden kolor nieczesty. Wybierzmy
dowolny kolor czesty a i dowolny kolor nieczesty b i przemalujmy rzedy a na b
i odwrotnie (jak w przykladzie na rysunku 2).

Na mocy obserwacji 6 po przemalowaniu kazdy prostokat zawiera n pdl o réznych
kolorach, wiec pél kazdego koloru jest nadal tyle samo. Z drugiej strony, ubyt
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jeden rzad a, przybyl zas jeden rzad b. Z obserwacji 5 wynika, ze liczba pol
pokolorowanych na pewien kolor ¢ zmienila sie, zatem mamy sprzeczno$é. [J

Mozna zastanawiaé sie tez, kiedy istnieje pokrycie szachownicy z wycigtymi
polami: rogami, polem $rodkowym itp. Przyjrzyjmy sie najprostszej modyfikacji
zadania, czyli szachownicy z wycietym jednym polem.

Zadanie 2. Uzasadnij, ze szachownice N x M z wycietym polem

o wspdlrzednych (z,y), jak na rysunku 3, mozna pokry¢ prostokatami 1 x n
wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z warunkéw:

1. n dzieli kazdg z liczb N -1, M -1,z — 1,y — 1,

2. n dzieli kazda z liczb N +1, M + 1, z, y.

W N

Rozwigzanie. Jak zwykle Czytelnikowi pozostawiamy udowodnienie, ze gdy
ktérys z warunkow zachodzi, to pokrycie istnieje; prostokaty mozna wtedy utozyé
w cztery duze ,bloki”, patrz rysunek 4 dla pokryciaz N =13, M =10, n =3
oraz (z,y) = (7,4).

. . Zalézmy zatem, ze pokrycie prostokata istnieje. Na poczatek chcemy rozwazy¢
rzedy 1 stwierdzié, ze
liczba n dzieli liczby N — 1 i x — 1 lub liczba n dzieli liczby N + 11 z.

Niech a bedzie kolorem rzedu zawierajacego wyciete pole. Zatézmy, ze a jest
czesty. Jezeli istnieje inny kolor czesty b, to przemalowujemy a na b i b na a, jak
w obserwacji 6. Pomijajac wyciete pole, przemalowanie to nie zmienia liczby pdl
Rys. 3 danego koloru na szachownicy, gdyz szachownica zawiera tyle samo rzedéw
koloru a i b. Skoro rzedy b i a sa réznych koloréw, to pole w kolumnie y mialo
w tych rzedach rézny kolor. Wobec tego po przemalowaniu liczba pél pewnego
koloru zmniejszy si¢ o jeden.

Z drugiej strony, prostokat pokryty byl prostokatami 1 x n, wiec pél kazdego
koloru przed i po przemalowaniu jest tyle samo: (NM — 1)/n. Zatem
przemalowanie nie moze zmienia¢ liczby pdl zadnego koloru.

Sprzeczno$é¢ pokazuje, ze tylko kolor a jest czesty. Z obserwacji 4 wynika, ze
n| N — 1. Zauwazmy ponadto, ze N-ty rzad ma kolor czesty, a wiec kolor a.
Wobec tego n| N — x, czyli n|x — 1.

Podobnie rozumujemy, gdy a jest nieczestym kolorem: stwierdzamy, ze jest on
jedynym nieczestym kolorem, wiec czestych koloréw jest n — 1, stad n| N + 1.
Ponadto rzad n-ty ma kolor nieczesty, wiec n|n — x, czyli n|z.

Popatrzmy teraz na kolumny. Podobnie jak w przypadku rzedéw stwierdzamy, ze
liczba n dzieli M — 11y — 1 lub liczba n dzieli M + 11 y.

Rys. 4 Mamy tacznie cztery mozliwosci: dwie na mocy rozumowania ,,0 rzedach” i dwie
»0 kolumnach”. Chcemy teraz wyeliminowaé¢ mozliwosci n| N +1in|M —1
oraz n| N — 1in|M + 1. Zalézmy najpierw, ze n > 3. Skoro prostokaty o polu n
pokrywaja szachownice z wycigtym polem, ktéra ma pole powierzchni NM — 1,
ton|NM —1. Gdyby n|[N+1in|M —1, ton|NM + 1, wiec
n|(NM +1) — (NM — 1) = 2, co daje sprzecznos¢. Podobnie przypadek
n|N —1in|M + 1 prowadzi do sprzecznosci. To koficzy rozumowanie
w przypadku n > 3.

Na koniec rozwazmy przypadek n = 2 i zalézmy, ze n dzieli liczby N — 1, z — 1,
M + 1, y. Wobec tego liczby N i M sa nieparzyste. Nazwijmy kolor pola
naroznego bialym, zas drugi kolor czarnym. Na pelnej szachownicy

o nieparzystych dlugosciach bokéw pdl biatych jest wiecej niz czarnych. Zatem,
jezeli istnieje pokrycie szachownicy z wycietym polem (z,y), to pole to ma kolor
bialy. To znaczy, ze 2|z — y, i otrzymujemy sprzeczno$é z podzielnoéciami

2|x — 1 oraz 2|y. To samo rozumowanie eliminuje przypadek, gdy 2 dzieli liczby
N+lLz M-1,y—1.0

Jak widaé, przedstawiona metoda jest ogblna, w tym znaczeniu, ze przy odrobinie
czasu i cierpliwosci mozna ja zastosowad, na przyktad, do szachownicy z rozsadna
liczba wycietych pol. Na zachete pozostawiamy Czytelnikowi kilka problemoéw.
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Rozwigzanie zadania M 1435.
Zauwazmy, ze kat zewnetrzny ABC ma
miarg 260° — dwa razy wieksza od

kata ADC'.

Zatem punkt D lezy na okregu o §rodku B
i promieniu BA = BC = 4, skad BD = 4.

*doktorantka, Centrum Astronomiczne
im. M. Kopernika PAN w Warszawie

Zadanie 3. Uzasadnié, ze jezeli N, M,n > 3, to szachownice N x M

z usunietymi dwoma przeciwleglymi rogami mozna pokry¢ prostokatami 1 x n
wtedy i tylko wtedy, gdy n dzieli kazda z liczb N — 1, M — 2 lub n dzieli kazda
z liczb N —2, M — 1.

Zadanie 4. Dla ktérych catkowitych n szachownice 2015 x 2015 z wycietym
grodkowym polem mozna pokryé prostokatami 1 x n?

Zadanie 5. Dla ktérych catkowitych n szachownice 2015 x 2015 z wycigtym
naroznym polem mozna pokry¢ prostokatami 1 x n?
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Jak zwazy¢ czarng dziure?
Justyna MODZELEWSKA®

Masa jest miara iloéci materii, z ktorej sktada sie obiekt fizyczny. To jedno

z podstawowych pojeé w fizyce, moze ono okrelaé¢ bezwladnoéé (tzw. masa
bezwladna) lub oddzialywanie grawitacyjne (tzw. masa grawitacyjna).
Oszacowanie masy obiektéw astronomicznych nie jest wcale prosta sprawa —
nie da si¢ ich przeciez potozy¢ na wadze. Czarne dziury sa uwazane przez wielu
naukowcéw za niezwykle interesujace obiekty — by¢ moze dlatego, ze nie da sie
ich obserwowa¢ wprost, okrywa je bowiem horyzont zdarzen, spod ktérego

nie dociera do obserwatoréw zewnetrznych zadna informacja, nawet fotony
poruszajace sie z najwieksza dozwolong w fizyce predkoscia swiatta. Do opisu
tego, co dzieje sie na zewnatrz stacjonarnej czarnej dziury potrzeba jedynie
dwéch parametréw, jej masy oraz miary tempa jej obracania sie (momentu
pedu). Astronomowie juz od dluzszego czasu badaja czarne dziury: okazuje sie,
ze sa one zjawiskiem bardzo powszechnym. Ogromne czarne dziury znajduja sie
w centrum prawdopodobnie kazdej galaktyki. Duzo mniejsze czarne dziury
istnieja réwniez w uktadach podwojnych.

Jednym z pierwszych badaczy, ktorzy rozwazali mozliwos¢ wysytania sygnatéw
z otoczenia bardzo masywnych obiektéw, byl John Mitchell (1724-1793).
Rozwazal on problem predkoéci ucieczki z powierzchni gwiazdy o masie M oraz
promieniu R. Taka predkosé w prosty sposéb mozemy wyznaczy¢ z teorii
Newtona — nalezy okresli¢, dla jakiej predkosci energia catkowita czastki

o masie m jest rowna zeru:
1 GMm
E=_—mv-—"——=0.
2" R
Otrzymujemy stad v = /2GM/R, czyli dobrze znana drugq predkosé kosmiczng.
Przyréwnujac ja do predkosci $wiatla w prézni, wynoszacej ¢ = 299 792458 m/s,
otrzymujemy odpowiadajacy tej sytuacji promien rowny R, = 2GM/c?.
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