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Rys. 1. Liczby wewnatrz kwadratéw
oznaczaja dtugodci ich bokéw.
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Rys. 3. Mozliwe poczatki chodnika
dtugosdci n.
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Rys. 4. Ciecie chodnika diugo$cin + k — 1
na czesci o dlugosciach n oraz k — 1.

Cigg Fibonacciego Joanna JASZUNSKA

Ciag Fibonacciego definiujemy nastepujaco:

fi=1, fo=1 oraz fn=fon2+ fn-1 dlan>3.
Kazdy wyraz ciggu, poczawszy od trzeciego, jest suma dwéch poprzednich,
kolejno otrzymujemy wiec: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, ... Sposr6d mndstwa
interesujacych faktow zwigzanych z tym ciggiem uzasadnimy kilka, ktére mozna
udowodnié, odpowiednio ustawiajac pewne figury.

1. Wykaz, ze dla kazdego naturalnego n > 1 zachodza nastepujace rownosci:

(@) fit fs+fs+ ...+ fono1 = fon,
(b) fo+ fa+ fo+ ...+ fon = font1 — 1,
©) BB+ +. 4 f2= faforr.

2. Podziel ptaszczyzne na kwadraty, z ktorych kazde dwa sa réznej wielkosci.
3. Podziel kwadrat na mniejsze kwadraty, z ktérych kazde dwa sa réznej wielkosci.

4. Na ile réznych sposobéw mozna utozy¢ chodnik o dtugosci n i szerokosci 1,
majac do dyspozycji duzy zapas plyt o rozmiarach 2 x 1 oraz 1 x 17

5. Wykaz, ze frn+1fk + fnfi—1 = fotr dla dowolnych liczb naturalnychn > 1, k > 2.

Rozwigzania

R1. Pewng liczbe kwadratéw o bokach réwnych poczatkowym wyrazom ciagu
Fibonacciego ustawmy jak na rysunku 1, po kolei dobudowujac kwadraty na przemian
po prawej stronie i na dole. Na kazdym etapie tej konstrukcji powstaje prostokat,
bo fn = fn—2 + fn—1 — nastepny kwadrat ,pasuje” do dwbéch poprzednich.

(a) Jesli ostatni kwadrat dobudowano na dole i ma on bok dtugosci fon—1, to caly
prostokat ma taka wtasnie szeroko$¢, a wysokos$¢ réwna nastepnemu wyrazowi
ciggu, czyli fan,. Jednoczesnie wysokos¢ ta jest réwna fi1 + fa + fs + ... + fon—1.

(b) Analogicznie, jesli ostatni kwadrat ustawiono po prawej i ma bok dtugosci fan,
to prostokat ma szeroko$¢ réwna fo,41 i zarazem rowna 1+ fo + fa + ...+ fon.

(c) Jesli jako ostatni ustawiono kwadrat o boku dtugosci fn, to prostokat ma taka
wlasnie szerokosé lub wysoko$é, a drugi z wymiaréw rowny fr,+1, wiec ma pole
fnfni1. Jednoczesnie pole to jest réwne fi + f3 4+ f3 + ...+ f2. O

R2. Zmodyfikujmy rysunek 1, ustawiajac kwadraty o bokach réwnych

f1, f2, f3,... kolejno po prawej, na dole, po lewej, na gbrze, znéw po prawej itd.,
jak na rysunku 2. Zadany podzial plaszczyzny uzyskamy, dzielac jeden z dwéch
kwadratéw o boku dtugosci 1 tak, jak w zadaniu 3. O

Wskazéwka 3. Podzialy na 24 kwadraty i na 21 (na mniej si¢ nie da) pokazano
np. na stronie http://mathworld.wolfram.com/PerfectSquareDissection.html.

RA4. Oznaczmy te liczbe sposobéw przez c,. Dla n > 3 na poczatku chodnika
mozemy polozy¢ plyte 2 x 1 (rys. 3), a nastepnie na ¢, 2 sposob6éw utozyé
reszte (chodnik o dtugosci n — 2); mozemy tez zaczaé od ptyty 1 x 11 wtedy
na cp—1 sposobéw utozyé reszte. Stad ¢, = cn—2 + cn—1 dla n > 3. Otrzymany
wzOr jest taki sam, jak dla ciggu Fibonacciego. Nietrudno sprawdzié, ze

c1 = 1= fz oraz ca = 2 = f3, uzyskujemy wiec wniosek, ze ¢, = fr41. O

R5. Ile sposérdod chodnikéw o dtugosci n + k — 1, takich jak opisano w poprzednim

zadaniu, mozna rozciaé na chodnik o dlugosci n (od lewej strony) oraz chodnik

o dtugosci k — 1 (po prawej stronie) bez rozcinania poszczegblnych plyt (rys. 4(a))?
Takich chodnikow jest tyle, na ile sposobéw mozna utozyé¢ po lewej stronie chodnik
dtugosci n, a po prawej chodnik dtugosci k — 1. Z poprzedniego zadania wiemy, ze

mozliwosci tych jest po lewej fn+1, po prawej fi, wiec lacznie f,4+1 fk.

Ciecie chodnika wymaga rozcinania ptyty, gdy w miejscu podziatu lezy plyta 2 x 1
(rys. 4(b)). Takich chodnikéw jest fr fr—1: uktadamy od lewej kolejno chodnik
dtugosci n — 1, nastepnie plyte 2 x 1, a po prawej chodnik dtugosci k — 2.

Wszystkich chodnikéw, jak wiemy z poprzedniego zadania, jest fi,+x i kazdy z nich
da si¢ rozciaé¢ w opisany sposéb lub nie, stad frn+1fx + fofe—1 = fotr. O
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