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Wydzial Matematyki i Informatyki,
Uniwersytet Wroctawski

ale réwniez w wyborach do samorzadu
terytorialnego i Parlamentu
Europejskiego.

Victor D’Hondt (1841-1901), belgijski
prawnik, profesor prawa cywilnego
i matematyki.

réwniez m.in. w Danii, Szwecji,
Norwegii i w 2001 roku w Polsce.

André Sainte-Lagué (1882-1950),
francuski matematyk, pionier teorii
graféw.

wprowadzony przez prezydenta
Roosevelta w 1941 roku; raport

o optymalnosci tej metody przygotowali
matematycy: H.M. Morse, L. Eisenhart
i J. von Neumann.

po uprzednim przydzieleniu kazdemu
stanowi po jednym mandacie (wymog
konstytucyjny).

Adamsa, Deana, logarytmiczny,
identryczny, dunski, imperiali,
zmodyfikowany D’Hondta. . .

w zaokragleniu do liczby calkowitej.

Mandaty z urny
Andrzej DABROWSKI®

W Polsce i w wielu krajach wybory do parlamentu sa proporcjonalne. Oznacza to, ze liczba
mandatéw przypadajacych na jeden glos powinna by¢ taka sama dla kazdej partii. Gdy
w panstwie XY oddano 15 gtoséw na partie A, 7 na partie B i 1 na partie C i do obsadzenia
byty 23 mandaty — ich przydzial jest niezwykle prosty. Gdyby jednak do podziatu

byto 15 mandatéw, powstaje problem: partia A powinna dostaé 15 - 13 ~ 9,78 mandatu,

23
partia B uzyskaé¢ 7 - é—g ~ 4,57 mandatu, partia C otrzymaé 1- 22 ~ 0,65 mandatu.

23
W rzeczywistych wyborach nigdy nie zdarza sie, aby liczba mandatéw, uzyskana

z proporcjonalnego przydziatu, bylta liczba catkowita. Komisja wyborcza jest zobowigzana
jednak przydzieli¢ catkowita liczbe mandatéw. W wyborach 2007 roku w Polsce oddano
na partie, ktore przekroczyly prog 5%, 15445 106 gloséw. Partia PSL, ktéra zdobyta
1437638 gloséw, otrzymata 31 mandatéw zamiast proporcjonalnie 42,72. Dlaczego?

W wyborach do Sejmu’ podzialem mandatéw rzadzi system D’Hondta?. Liczby gloséw
oddanych na kazda partie dzieli sie przez kolejne liczby naturalne 1, 2, ... i mandaty
przydziela si¢ wedtug wielkosci uzyskanych ilorazéw, az do ich wyczerpania.

15 najwiekszych ilorazéw w wyborach w XY (system D’Hondta)

dzielnik | 1 2| 3| 4|5 6| 7| 8] 910
A [15,00|7,505,00]|3,75|3,00]|2,50 |2,14|1,88[1,67|1,50
B 7,00 3,50 2,33 1,75 (1,40 1,17 | 1,00 | 0,88 | 0,78 | 0,70
C 1,00 | 0,50 [ 0,331 0,25 [ 0,20 | 0,17 | 0,14 | 0,13 | 0,11 | 0,10

daje wynik: A — 10 mandatéw, B — 5 mandatéw i C — 0 mandatéw.

Czy taka procedura ma jakies racjonalne uzasadnienie? A moze inna procedura jest
lepsza? W Niemczech® stosowana jest metoda Sainte-Lagué*, w ktérej glosy dzieli sie
przez kolejne liczby nieparzyste.

15 najwiekszych ilorazéw w wyborach w XY (system Sainte-Lagué)

dzielnik | 1 3 |5 | 7] 9 |11]13]15]| 17| 19
A [15,00|5,00|3,00|2,14|1,67|1,36 1,15 1,00 0,88 0,79
B 7,00|2,33(1,40|1,00]| 0,78 | 0,64 | 0,54 | 0,47 | 0,41 | 0,37
C 1,00 0,33 (0,20 | 0,14 | 0,11 | 0,09 | 0,08 | 0,07 | 0,06 | 0,05

daje wynik: A — 10 mandatéw, B — 4 mandaty i C — 1 mandat.

W Stanach Zjednoczonych obowigzuje® przy podziale mandatéw do Izby Reprezentantéw
dla poszczegdlnych stanéw system Huntingtona—Hilla. Polega on na dzieleniu liczby
mieszkancow standéw przez 1 -2, v/2-3, v/3 -4, ... 1 przydziale kolejnych mandatéw
wedtug wielkoéci ilorazu®. Co taczy te i inne” systemy przydzialu mandatéw? Ktory

z nich jest najlepszy? Pierwszy system przydziatu mandatéw pochodzi z roku 1852
(system Hamiltona). Niech Py bedzie liczba gloséw oddanych na partie k, S — liczba
mandatéw do podziatu, P = Zk Py, —taczna liczba oddanych gtosow, Sy, = LPk %J —liczbg,
mandatéw przydzielonych partii k wedtug zasady proporcjonalnosci®. Wtedy > p Sk < S
Gdy Zk Sk < S, brakujace mandaty przydziela si¢ wedlug kolejnosci reszt Pk% — Sk.

Metoda ta uwazana byta za niezawodna, dopdoki w 1880 roku nie pojawit sie paradoks
Alabamy. Po zwigkszeniu liczby miejsc w Izbie Reprezentantéw Alabama stracita
mandaty, ktére miata przy mniejszej liczebnoéci Izby. Oto prosty przyktad, ze

w systemie Hamiltona jest to mozliwe. Na parti¢ A oddano 5 gloséw, na B — 3

ina C — 1 glos. Przy 4 mandatach partie otrzymaja, wedlug systemu Hamiltona,

2, 1, 1 mandatéw?. Gdy liczba mandatéw zwickszy sie do 5, partie otrzymaja 3, 2, 0
mandatéw, a wiec partia C straci mandat. ..

System Hamiltona nie zachowuje tez monotonicznosci wzgledem liczby gloséw:
partia A mogta straci¢ mandaty, a partia B — nie straci¢, mimo ze A zwiekszyta,
a B zmniejszyta liczbe gloséw:

Pierwsze gtosowanie | Drugie gltosowanie

glosy mandaty | glosy | mandaty
A 16 2 17 1
B 29 3 28 3
C 55 5 59 6
razem | 100 10 104 10

Zaczeto wiec poszukiwaé systemu przydziatu mandatéw bez tych wad.
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25+ li5) + L] =10+5+0=15.
Latwo zauwazyé, ze w metodzie
podzialowej jest to jedyny uktad
mandatéw (10, 5, 0). Skala x nie jest
jednak jednoznaczna: % <z < %
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1,30 1,35 1,40 145 1,50 1,55 1,60

Dla x < 1,5 funkcja |18 + [ Z] + |2 ma
warto$é co najmniej 16, a dla x > 1,5 — co
najwyzej 14.

=1- =15/a
* 7/a
« 3/a
S ---z=15

0 4 n
R
2 4 6 8 10

a

dla takiego (u) réwnanie

(B +H+=15
ma rozwigzanie x = %
w praktyce zawsze sie tak zdarza.

w Stanach Zjednoczonych nazywang
metoda Jeffersona.

13 W metodzie D’Hondta d(a) = a + 1.
trzeba przyjac¢ d(—1) = 0.

z przyjeciem zasady mniejszego
mianownika w przypadku réwnych
ilorazéw.

Idealny system podziatu Si, Se, ..., Si (22:1 Sk = S) powinien spelniaé¢ warunek
1. [Pe2] < Sk < | Ped] + 1 (doskonaty podziat).

Ponadto, dla dwéch glosowan, odpowiednio z liczba gltosow Pi, Ps, ..., P
i P, Py, ..., P oraz z liczba mandatéw Sy, So, ..., Si 157, S5, ..., S/, powinny byé
spelnione warunki

2. Dla kazdego k, jesli S* > Si P} = Py, to Sj, > Sk
(monotoniczno$é wzgledem mandatéw — to wyklucza paradoks Alabamy);

3. Jedli S =85", Pi < P/, P; > P} oraz S; < S}, to S; <57

(monotoniczno$é wzgledem gloséw).

Metoda Hamiltona oparta jest na podziale Sy, = LP’“ %J Niestety, zazwyczaj Zk Sk < S,
a przydzial brakujacych mandatéw wedlug najwiekszej reszty jest zrédlem paradokséw.

Naturalnym uogélnieniem metody Hamiltona jest metoda dzielnikowa. Partii k
przydziela si¢ liczbe mandatéw wedlug wzoru S = L%J Skala z jest tak dobrana, ze
P P. P
(%) 2]+ 2]+ + 2] ==
T T x
Metoda dzielnikowa, jesli moze by¢ stosowana, spelnia postulaty monotonicznosci 2 i 3.

W wyborach XY z 15 mandatami, jesli przyjaé skale x = 1,4, partie A, B, C otrzymaja
10, 5, 0 mandatéw. Niestety, réwnanie (*) nie zawsze ma rozwigzanie. Na przyktad,
. . o . 115 7 3
nie ma rozwiazania réwnanie {;J + \‘;J + {;J = 15 (patrz rysunek).
Metode podziatowa mozna uratowaé, wprowadzajac funkcje (u) o wartosciach

catkowitych, bliskich |u], taka, aby kazde réwnanie
P, P P,
Ty (T ()=
T T x

Niech (u) = a dla a < u < a+ 1."° Wtedy (u) ma takie same wartosci jak |u],
z wyjatkiem dwukrotnych wartosci dla liczb catkowitych: (a) = a lub (a) = a — 1.

miato rozwigzanie.

Poniewaz <%> =a dla % <z < % = a, wiec wartosé a jest liczba kolejnych ilorazéw
%, %, %, ... co najmniej rownych x.

Podziat 15 mandatéw miedzy 3 partie, ktére uzyskaty 15, 7 i 3 glosy, polega
na znalezieniu takiej wartosci =, ze dla naturalnych Si, S2, S3 zajda warunki
15 15 7 7 3
- ———<z<—+—, —— << —, S1+S5+S53=15,
S1+1\m\51 S2+1\x\52 S3+1\I\S3’ 1S 5
7 3 15 7 3 15 7 3

a wiec szukamy kolejnych ilorazow %, 10 9r 59 30 55 39 3» 51 -+, CONAjmniej
rownych takiej wartosci x, aby liczba tych ilorazéw byla rowna 15. Najlepiej
uporzadkowaé je nierosnaco: %, %, %, 15 1;5, %, ... Problem niejednoznacznosci
powstaje przy kolejnej parze ilorazéw: % Gdy liczba oddanych gloséw na kazda
partie jest inna'', to mozna sie uméwié, ze pierwszefistwo ma iloraz o mniejszym
mianowniku. Ilorazy 15 i 16 to 2 i 12. Ostatni mandat zostanie przydzielony

partii C zgodnie z zasada mniejszego mianownika. Partia A otrzyma 9 mandatéw,

B dostanie 4 mandaty i C uzyska 2 mandaty. Uwazny Czytelnik zauwazy, ze algorytm
oparty na tej modyfikacji funkcji |u] jest metoda D’Hondta'?. I skala x nie jest

do niczego potrzebna!

3
15
57

Metode D’Hondta mozna w naturalny sposéb uogélnié:

(u) =a dla d(a—1) <u<d(a), gdze a<d(a)<a+1."
Jesli d(a) jest $rednia arytmetyczna z a i a + 1, czyli gdy d(a) = a + %, wtedy (u)
jest zaokragleniem u do najblizszej liczby naturalnej.!? Przydzial mandatéw odbywa
sie, podobnie jak w metodzie D’Hondta, poprzez podzielenie liczby gtoséw kolejno
przez é, %, g ... 1 wybranie S pierwszych najwiekszych ilorazéw.'® Taki sam rezultat
otrzymamy, dzielagc przez 1, 3, 5, ..., co prowadzi do metody Sainte-Lagué. Dla liczby
glosow 15, 7, 1 podzial mandatéw w metodzie D’Hondta jest jak 10 : 5 : 0, w metodzie
za$ Sainte-Lagué jak 10 : 4 : 1. Metoda ta sprzyja malym partiom, gdyz dzielnik
d(a) = a+ 1 dla metody D’Hondta jest wiekszy od dzielnika d(a) = a + % dla metody
Sainte-Lagué. Z kolei $rednia geometryczna d(a) = y/a(a + 1) jest podstawa metody
Huntingtona—Hilla, ktora jeszcze bardziej sprzyja matym partiom, gdyz, jak wiadomo,
Vala+1) <a+ 1 <a+1. Nie dziwi wiec, Ze rézne propozycje metod podziatu
mandatéw zwigzane sg z réznymi Srednimi z a i a + 1.
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Oto lista niektérych metod, od najbardziej do najmniej sprzyjajacych maltym partiom.

Metoda | Adamsa dunska Deana Hilla Sainte-Lagué | D’Hondta
d 2a+ 1 1 2 ) |ta+4 1 1
(a) a §a+ g((l'f‘ ) l_l’_i a(a+ ) §a+ 5((l+ ) a +

a a+1
$rednia | minimum wazona harmoniczna | geometryczna | arytmetyczna | maksimum

Metoda dunska jest rownowazna
serii podzielnikéw 1, 4, 7, 10, ...,
a Sainte-Lagué serii 1, 3, 5, 7, ...

Srednia minimum wyznacza |[u],
a maksimum [u]; $rednia wazona jest
z wagami 2/3 1 1/3.

Sze$cian ma talig.

16

17

18

19

20

21

22

Przy réwnych ilorazach mandat
przydziela si¢ partii o mniejszym
mianowniku w ilorazie. Gdy d(0) = 0,
wszystkim partiom przydziela si¢ po
jednym mandacie.

patrz przytoczony na poczatku
artykutu wynik PSL w wyborach
2007 roku.

nazywany stosunkiem szans (ang. odds
ratio).

dlatego metoda Huntingtona—Hilla
nazywa si¢ metodg réwnych proporcji.

w wyborach 2007 roku taka partig byt
PiS z 3,2 mandatu na 100 tys. gloséw.

w wyborach 2007 roku taka partig byt
PSL z 46 tys. gloséw na jeden mandat.

jeden mandat przypadl Mniejszosci
Niemieckiej.

partia| glosy

Gtlosy oddane na partie dzieli si¢ kolejno przez d(0), d(1), d(2),..., a mandaty
przydziela sie wedtug kolejnych ilorazéw.'®

Podziatowe metody przydziatu mandatéw spelniaja oba postulaty monotonicznodci, ale
nie spelniaja postulatu doskonalego podziatu.'”

Nie ma, niestety, jednoznacznego kryterium pozwalajacego wybraé¢ metode przydziatu
mandatéw. Wszystkie metody sa prawie idealnie proporcjonalne, ale kazda w innym
rozumieniu sformulowania ,prawie idealne”, co prowadzi do innego podziatu
mandatéw.

Niech S; bedzie liczba mandatéw przydzielonych partii j za pomoca danej metody
(7 =1,2,...,1). Dla ustalonego k niech Sy, ..., Si_1, Siy1, ..., S{ bedzie dowolnym
podziatlem mandatéw wéréd pozostatych partii. Wtedy niezaleznie od k, dla kazdego j # k
S; S5
Sk — Pr=L| < ‘S — P
k (2 P, k (3 P,
(przydzial mandatéw dla dowolnej partii j wyznacza najlepszy proporcjonalnie przydzial

mandatéw dla partii k),

e dla metody D’Hondta:

Sk *
S; BREN Sj ~Bip,
(przydzial mandatéw dla partii k wyznacza najlepszy proporcjonalnie przydzial mandatéw

dla kazdej partii),

Sk

e dla metody Adamsa:

Sk Sj| _|Sk S}

I
(liczba mandatéw przypadajacych na jeden glos oddany na dowolna parti¢ j lezy najblizej
liczby mandatéw przypadajacych na jeden glos oddany na partie k),

P, P P, P
Sk S; Sk S;-‘
(liczba gloséw przypadajacych na jeden mandat dla partii j lezy najblizej liczby gloséw
przypadajacych na jeden mandat dla partii k),

e dla metody Sainte-Lagué:

e dla metody Deana: <

Sk Sk

e dla metody Huntingtona—Hilla: % -1 < };’: -1
55 i
P; B,

(iloraz liczby mandatéw'® przypadajacych na jeden glos oddany na partie k i liczby
mandatéw przypadajacych na jeden gtos oddany na dowolng partie j jest najbardziej
wyréwnany'?).

Metody Adamsa i D’Hondta maja jeszcze dwie ciekawe wlasnosci. Liczba

max {%, %, ey %} wskazuje liczbe mandatéw przypadajacych na jeden glos dla
partii najbardziej wyréznionej w systemie.?’ System D’Hondta gwarantuje, ze ta
przewaga jest najmniejsza. Liczba max { %, 153—2, e %} wskazuje liczbe glosow
przypadajacych na jeden mandat dla partii najmniej wyréznionej w systemie.>! System

Adamsa gwarantuje, ze ten wskaznik ma wartosé najmniejsza.

Metoda D’Hondta sprzyja tworzeniu koalicji — suma mandatéw dla dwéch partii jest
mniejsza lub réwna liczbie mandatéw po potaczeniu tych partii. Metoda Adamsa
sprzyja podziatowi partii — liczba mandatéw dla partii jest mniejsza lub réwna sumie
mandatéw dla dwoch nowych partii po jej rozdzieleniu.

Epilog

W ostatnich wyborach parlamentarnych z 9 pazdziernika 2011 roku prog 5% przekroczyto
5 partii. Ponizsza tabela przedstawia rozktad gltoséw i podziat 459 mandatéw?®? w skali
ogolnopolskiej wedtug réznych metod.

PO |5629773
PiS | 4295016
RP 1439490

PSL | 1201628
SLD | 1184303

% || podzial % | Hamiltona | Adamsa | dufiska | Deana | Hilla | Sainte-Lagué | D’Hondta
40,9 187,9 188 188 188 188 | 188 188 188
31,2 143,4 143 143 143 143 143 143 144
10,5 48,1 48 48 48 48 48 48 48
8,7 40,1 40 40 40 40 40 40 40
8,6 39,5 40 40 40 40 40 40 39




23 w tych wyborach bylo 41 komisji.

24 metoda Adamsa.

25 metoda D’Hondta, obowiazujaca
w Polsce.

ARARAT

Jak widaé, nie ma istotnej réznicy. Jedyna i to nieznaczna réznica wystepuje
w metodzie D’Hondta.

Zaskoczonych réznicami miedzy zawartoscia tabeli a sktadem Sejmu spieszymy
poinformowaé, ze zgodnie z obowigzujacymi przepisami, mandaty rozdziela sie
w komisjach wyborczych.?® Oto jak wyglada ten podziat wedtug réznych metod:

Metoda
partia | Adamsa | duniska | Deana | Hilla | Sainte-Lagué | D’Hondta
PO 185 191 191 191 198 207
PiS 147 153 153 154 153 157
RP 58 52 52 52 48 40
PSL 36 32 32 32 32 28
SLD 33 31 31 30 28 27

Réznica miedzy metoda najbardziej?! a najmniej?® sprzyjajaca matym partiom jest
znaczna: PO i PiS zyskuja na obowigzujacej metodzie 22 i 10 mandatéow, a RP, PSL
i SLD traca 18, 8 i 6 mandatéw.

Metody: duniska, Deana i Hilla daja praktycznie te same rezultaty.

Istotnie inny podzial mandatéw przedstawia umiarkowanie sprzyjajaca matym partiom
metoda Sainte-Lagué.

Ciekawym parametrem jest efektywnosé gtosowania, wyrazona liczbg mandatow
uzyskanych ze 100 tys. oddanych glosow.

partia| glosy |metoda D’Hondta | efektywnos$é
PO |5629773 207 3,68
PiS |4295016 157 3,66
RP 1439490 40 2,78
PSL |1201628 28 2,33
SLD |1184303 27 2,28

Jak wiadomo, metoda D’Hondta minimalizuje réznice miedzy najwieksza a najmniejsza
efektywnoscia.

O kapeluszach i pewnym pewniku
Tomasz IDZIASZEK

O ciekawych problemach zwigzanych z kapeluszami pisaliSmy juz w Delcie

nie raz, ale ze dobrego nigdy za wiele, napiszemy tez i w tym numerze, tyle

ze inaczej. Sytuacja jest nastepujaca: w rzedzie stoi n oséb i kazdej z nich
nalozony zostal na glowe bialy lub czarny kapelusz. Kazda widzi kapelusze
tych oséb, ktére stoja przed nim, zatem pierwsza osoba widzi kapelusze
wszystkich pozostalych, natomiast ostatnia osoba nie widzi zadnego (rysunek).
Oczywiscie, nikt nie widzi swojego kapelusza i w tym cala zabawa, gdyz
zadaniem kazdej z osob jest odgadniecie, jakiego koloru kapelusz ma na glowie.
Uczestnicy zabawy odgaduja po kolei, poczawszy od pierwszej osoby w rzedzie,
i kazdy styszy odpowiedzi poprzednikéw. Uznajemy, ze si¢ udalo, jesli blednej
odpowiedzi udzielila nie wiecej niz jedna osoba. A jak to z zabawami bywa,
warto, by byly udane. Z tego tez powodu uczestnicy, przed natozeniem kapeluszy
na ich glowy, moga sie naradzic¢ i ustali¢ wspélng strategie postepowania.

W tym momencie zachecamy Czytelnikow do przerwania lektury i zastanowienia
sig, dla jakich n istnieje strategia gwarantujaca wygrana.

Spréobujmy w nastepujacy sposéb: pierwsza osoba, niewazne, jak bedzie sie starad,
ma 50% szans na odgadniecie koloru swojego kapelusza. W pesymistycznym
przypadku musimy wigc zalozy¢, ze udzieli blednej odpowiedzi i tym samym
wykorzysta caly dostepny limit pomytek.
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