Wedy to wiedza o $wiecie, ktora zostala
objawiona wieszczom-poetom. Wiedza ta
nie byla tworem ludzi, lecz istniata
zawsze. Pierwsza postacia, ktora ja
otrzymala, byl bog Brahma, pierwsza
istota we wszech§wiecie. On to podzielil
si¢ nig ze swoimi uczniami i synami.
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Ponadgimnazjalnych w Szprotawie

Matematyka wedyjska
Julia SKAWINSKA*

,Matematyka wedyjska” to umowna nazwa zbioru algorytmoéow, ktére mozna
zastosowaé, aby rozwiazaé¢ pewne rachunkowe problemy. Reguly te zostaty
sformulowane w XX wieku przez hinduskiego duchownego Bharatiego Kriszna
Tirtha, ktory twierdzil, ze sa one zapisane w hinduskich $wietych ksiegach,
Wedach. Bharati wyodrebnit szesnascie sutr i trzynascie powiazanych z nimi sutr
zaleznych (sub-sutr). Wedle do$¢ swobodnej interpretacji §wiatobliwego meza
opisuja one algorytmy rozwigzywania probleméw matematycznych:
arytmetycznych, algebraicznych, geometrycznych i trygonometrycznych. Byl to
poczatek matematyki wedyjskiej w takiej postaci, w jakiej znamy ja dzisiaj. I choé¢
co do wedyjskiego pochodzenia przedstawionych metod jest wiele powaznych
watpliwosci, warto zwroci¢ uwage na niektoére z tych rachunkowych skrotow.

Jednym z ciekawszych algorytméw jest sposob na podnoszenie do kwadratu
za pomoca sutry Gunita Samuccayah, co po polsku oznacza: ,produkt sumy”.
Dzieki tej formule mozemy w kilka sekund podnosi¢ bardzo duze liczby do
kwadratu. Po odrobinie ¢wiczen powinno to zajaé tyle czasu, ile zajmuje zapisanie
wyniku. Jesli chcemy korzystaé z tej sutry, musimy najpierw poznaé twor
nazywany Duplezem. Mozemy to przettumaczy¢ (niekoniecznie najdoktadniej) jako
podwojenie. Dla liczb jednocyfrowych Duplex bedzie ich kwadratem. Dla liczb
dwucyfrowych Duplex tworzymy poprzez pomnozenie obydwu cyfr i podwojenie
ich iloczynu. Tak wiec dla liczby 34 bedzie to: (3 -4) - 2, co da nam 24; dla liczby
58: (5-8) -2 =80 itd. Dla liczb trzycyfrowych Duplex tworzymy, mnozac pierwsza
i ostatnia cyfre, podwajajac ten wynik i dodajac do niego srodkowsa cyfre
podniesiong do kwadratu. Tak wiec dla liczby 634 tworzymy takie dziatanie:
(6-4) -2+ 3% co da nam 57; dla 452 bedzie to: (4-2) -2+ 52, co bedzie
rowne 41 itd. W oparciu o powyzsze przyklady mozemy stworzyé co§ na ksztalt
ogoblnej zasady, na podstawie ktorej tworzymy Duplex. Bierzemy pierwsza
i ostatnig cyfre, mnozymy i podwajamy, nastepnie dodajemy do tego wynik
mnozenia drugiej i przedostatniej cyfry, rowniez podwojony..., a jesli jakas cyfra
zostanie bez pary, podnosimy ja do kwadratu i dodajemy do pozostatych wynikow.
Teraz mozemy przej$¢ do wlasciwego podnoszenia do kwadratu. Jak Duplex nam
w tym pomoze? Zacznijmy od prostych liczb: dwucyfrowych. Wezmy liczbe 23.
Musimy pracowaé nad nia etapami. Pierwszy etap to wyliczenie Duplexu z 2,
drugi to Duplex z 23 i ostatecznie z 3. Jesli na jakimg§ etapie otrzymamy liczbe
dwucyfrowa, to cyfre dziesiatek dodajemy do liczby znajdujacej sie po lewej
stronie. Tak wiec, oznaczajac przez d(n) Duplex liczby n:
23% = d(2)|d(23)|d(3) = 4|12|9 = 529; 84 = d(8)|d(84)|d(4) = 64|64|16 = 7056.
Na razie, by¢ moze, nie wyglada na to, zeby ta metoda miata utatwi¢ obliczenia,
poczekaj jednak, Czytelniku, na podnoszenie wiekszych liczb do kwadratu.
Z liczbami trzycyfrowymi postepujemy podobnie. Na poczatku obliczamy Duplex
z pierwszej cyfry, nastepnie z pierwszych dwoch, kolejny etap to Duplex z calej
liczby, potem z dwoch ostatnich cyfr i na koniec z ostatniej. W ten sposob:

1232 = d(1)|d(12)]d(123)|d(23)|d(3) = 1]4]|10[12]9 = 15129,

2362 = d(2)|d(23)]d(236)|d(36)|d(6) = 4|12|33]36/36 = 55696.
Na podstawie tych przyktadéw mozemy dostrzec ogdlna zasade. Bierzemy pierwsza
cyfre, nastepnie pierwsze dwie, pierwsze trzy, i kolejne, az obliczymy Duplex
z calej liczby. Nastepnie opuszczamy kolejno poczatkowe cyfry, az dojdziemy do
ostatniej. Dzieki Duplexowi mozemy bardzo szybko podnosi¢ liczby do kwadratu,
jednak skad mozemy mieé¢ pewnosé, ze metoda ta zadziala w kazdym przypadku?
Jesli nie mamy do dyspozycji kalkulatora, to podnosimy liczby do kwadratu
za pomoca mnozenia pisemnego. Przyjrzyjmy sie dokladniej podniesieniu do
kwadratu w ten sposob liczby 23. Zacznijmy od konca. Widzimy, ze ostatnia
cyfra 9 tworzy si¢ przez pomnozenie 3 i 3. Tak wicc jest to 32, czyli Duplex z 3.
Nastepne sa dwie szostki, ktore po dodaniu dadza nam 12. Jest to pomnozenie
pierwszej i drugiej cyfry oraz ich podwojenie, czyli (2-3) -2, co jest Duplexem z 23.
Pierwsza cyfra jest cztery, ktore jest wynikiem pomnozenia 2 i 2, czyli 22, co, jak
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9x7 —10

9— —1

77— =3
61]3=63

7Tx6 —10
7T— =3
6— —4
31 2=42

83 x 8  —100
83 — —17
88 — —12
71 |2 04 = 7304

11 x12  -10
11 — +1
12 — 42
13]12=132

12x8 —10
12 — 42
8 — —2
10| —4=96

41 x 41  —100/2
41 — -9
41 — =9
/2 32|81
16 | 81 = 1681

wiemy, jest Duplexem z 2. Mozemy przyjrzeé¢ sie podnoszeniu do kwadratu liczb
wielocyfrowych, w kazdym przypadku jest to analogia sposobu wedyjskiego.

Inng ciekawsg zaleznoscia jest Nikhilam Navatascaram Dashtah, ktora po polsku
oznacza ,wszystkie od 9, ostatnia od 10”. Brzmi to nieco niejasno i zapewne
niewielu z Was, drodzy Czytelnicy, zgadlo, ze w formule tej chodzi o mnozenie
liczb. Zacznijmy od prostego dziatania: 9 - 7. W nazwie tej sutry nie bez powodu
pojawila sie dziesiatka. Przyjrzyjmy sie pierwszej liczbie i wykonajmy na niej
jedno proste dziatanie: 10 — 9 = 1. Teraz to samo zrébmy z druga: 10 — 7 = 3.
Naszym kolejnym krokiem bedzie obliczenie cyfry jednosci wyniku mnozenia 9 - 7.
Mnozymy wyniki dwoch poprzednich dziatan: 1 -3, co daje oczywiscie trojke.
Zapisujemy ja w odpowiednim miejscu. Teraz czas na cyfre dziesiatek wyniku.
Tutaj mamy pare mozliwosci. Pierwsza z nich jest dodanie 9 do 7 i odjecie od
wyniku 10. Drugi sposéb to odjecie od dziesiatki 1 i 3. Trzecia mozliwoscia jest
odejmowanie krzyzowe, czyli od 9 odejmujemy 3, albo od 7 odejmujemy 1.
Wszystkie te dzialania (wystarczy wykonaé jedno) daja ten sam wynik: 6, co daje
oczekiwany rezultat 63. Ponizej znajduje sie tozsamosé algebraiczna,
uzasadniajaca stusznosé przedstawionej metody

(x —a)(x —b) = x(x —a — b) + ab.
W tej sutrze, podobnie jak w poprzedniej, gdy w ,,mniejszym” wyniku otrzymamy
liczbe dwucyfrowa, cyfre dziesiatek dodajemy do cyfry jednosci liczby znajdujacej
sie po lewej stronie. Przy mnozeniu liczb dwucyfrowych metoda nie zmienia sie
szczegoblnie. Jedyna réznica to liczba, do ktorej ,dopetniamy”, w tym przypadku
bedzie to setka. Gdy ,mniejszy” wynik ma wiecej niz dwie cyfry, ,nadmiar”
dodajemy do liczby znajdujacej sic z lewej strony. Analogicznie dla mnozenia liczb
trzycyfrowych ,dopelnieniem” jest 1000. Sposob jest bardzo przyjemny. Kiedy
czynniki mnozenia nieznacznie przekraczaja 10 (lub 100, 1000 itd.) warto nie
dopemliac¢ do wiekszej liczby postaci 10%, a zajaé sie ,nadwyzka” czynnikow
(nadmiarem w stosunku do liczby 10%, mniejszej niz czynniki). Gdy chcemy
pomnozy¢ 12 i 11, co robi¢? Tym razem jednak to od 12 odejmujemy 10
i otrzymujemy dwa. To samo robimy z 11. Historia lubi sie powtarza¢, ale tym
razem przy dwojce i jedynce zapisujemy plusy. Aby uzyskaé prawa strone (cyfre
jednosci), robimy to samo co poprzednio — mnozymy 2 i 1. Zmiany natomiast
wystepuja po lewej stronie wyniku. Tym razem nie odejmujemy, a dodajemy liczby
krzyzowo. W ten sposob uzyskujemy nasz wynik: 132. W przypadku, gdy
mnozymy jedna liczbe powyzej dziesiatki i jedna ponizej, np. 12 x 8, musimy
postepowaé wedlug ponizszych krokéw: na poczatku wykonujemy dwa proste
dziatania: 12 — 10 = 2, 10 — 8 = 2. Nastepnie zapisujemy nadwyzke 10 z plusem,
a niedobodr z minusem. Kolejnym krokiem jest lewa strona: jest tu kilka drog,
jedna z nich jest odjecie od 12 dwojki, albo dodanie 2 do 8. W obu przypadkach
otrzymujemy dziesiatke. Teraz pora na prawa strone — tu szlak jest tylko jeden:
musimy pomnozy¢ 2 - —2, w zwiazku z czym otrzymujemy —4. Ten minus sugeruje,
ze to jeszcze nie koniec. Kiedy od dziesieciu odejmiemy 4, otrzymamy 6 i bedzie to
nasza prawa strona. Z lewa sprawa jest troszke trudniejsza. Po prawej stronie
mielismy liczbe jednocyfrowa, dlatego od 10 odejmujemy 1 i otrzymujemy
dziewiatke, ktora jest nasza lewa strona. W ten sposéb otrzymujemy wynik: 96.

Mbobwiac o tej sutrze, nie sposéb nie wspomnieé¢ o dwodch sub-sutrach, stworzonych
do tej formuly. Nazywaja sie one: Anurupyena (co w wolnym ttumaczeniu oznacza
sproporcjonalnie” lub ,mnozenia”) oraz Sishyate Seshasanjnah (co oznacza: ,reszta
pozostaje stala”). Te sub-sutry sa uzupelnieniem do wezesniejszej metody. Przy
mnozeniu 41 i 41 wczesniejsza metoda nalezy pomnozy¢ 59 i 59, co nie jest tatwym
dzialaniem (metoda nic nie upraszeza). W takich przypadkach stosujemy sub-sutry.
Dziatanie 41 x 41 mozemy wykonaé na kilka sposobow:

1. Zanim zaczniemy mnozenie, ustalamy ,podstawe pracy” (mnozymy lub
dzielimy 10% przez liczbe naturalna, tak zeby wynik byt zblizony do czynnikow
dzialania). W tym przypadku bedzie to 100/2, czyli 50. Nastepnie odejmujemy od
niej 41, co daje nam 9. W tym miejscu wykonujemy wszystko analogicznie do
poprzednich przyktadow. Kiedy wykonamy tradycyjne dziatania, czeka nas jeszcze
jedno. Musimy podzieli¢ lewy ,mniejszy” wynik przez 2. Ostateczny wynik to 1681.
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48 x 49 —100/2
48 — —2
49 — —1
/2 47 | 2
23,5 | 2 = 2352

41 x 41  —105
41 — =9
41 — =9
5 32 |8 1
160 |g 1 = 1681

41 x 41  —104
41 — +1
41 — +1
4 42 |1
168 | 1 = 1681
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Moze sie rowniez zdarzy¢, ze dzielenie da wynik utamkowy. Na przyktad, gdy
mnozymy 48 i 49. Podstawe mozemy dobra¢ taka sama jak w poprzednim
przypadku, czyli 50. Gdy dochodzimy do dzielenia lewej strony, pojawia sie
problem: 47/2 daje nam 23,5. W takiej sytuacji sprawdzamy, na ktora cyfre
przypada utamek — tu cyfra setek. Dlatego mnozymy ja razy sto, zamieniajac 0,5
na 50. Dodajemy je do prawej strony i w ten sposéb otrzymujemy wynik: 2352.

2. Drugim sposobem na obliczenie 41 x 41 jest zmienienie podstawy na 10 - 5.
Tutaj, gdy otrzymamy pierwszy wynik, musimy pomnozy¢ lews strone przez 5,
co na koricu da 1681.

3. Ostatnim sposobem jest przyjecie jako podstawy 10 - 4. Nastepnie tworzymy
kwadratowy plan i otrzymujemy wstepne wyniki. W tym przypadku ostatnim
krokiem bedzie zwielokrotnienie lewej strony cztery razy.

Wydaje sie, ze wszystkie watpliwosci zwigzane z ta metoda zostalty rozwiane.
Teraz mnozenie kazdych dwoch liczb moze zostaé sprowadzone do prostych dziatan.
Matematyka wedyjska odkryta wiele zaleznosci miedzy liczbami, ktére pozwalaja
skraca¢ obliczenia, sprowadzaé je do prostych rachunkéw na niewielkich liczbach.
Ta gataz krolowej nauk jest standardowym przedmiotem w czesci indyjskich szkot.
Jesli zechcesz sie w nia zaglebi¢ i to wlasnie jej uzywaé do wykonywania obliczenl,
musisz o czym$ pamietaé. Nie wolno ulec stereotypowi, ze wystarczy poznaé
wszystkie sutry i sub-sutry, a staniemy sie ,zywym kalkulatorem”. Ta sztuka
wymaga tyle samo pracy co inne, pokazuje skroty, ale, aby moc z nich swobodnie
korzystaé¢, musimy poswieci¢ im wiele czasu i trudu. Warto pamietaé, ze sutry nie
zawsze dzialaja bezwarunkowo. Nie rozwiazemy nimi wszystkich probleméw, warto
je z pewnoscia zglebiaé i scalaé, tworzac nowe metody.

Redaguje Urszula PASTWA

M 1498. Czy istnieja takie funkcje kwadratowe f(z), g(x), h(z), ze rownanie
f(g(h(z))) = 0 jest spelnione przez liczby 0,1,2,3,4,5,6, 77
Rozwiazanie na str. 5

M 1499. Czy istnieje wielokrotnosé liczby 2016296, ktorej zapis w systemie
dziesietnym zawiera wszystkie dziesie¢ cyfr?
Rozwiazanie na str. 10

M 1500. Boki BC i CD prostokata ABCD sa styczne odpowiednio w punktach
K i L do okregu przechodzacego przez A. Na odcinku K L lezy taki punkt M, ze
proste KL i AM sa prostopadte. Obliczy¢ pole prostokata ABC D, wiedzac, ze
odcinek AM ma dlugosé 1.

Rozwiazanie na str. 11

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 907. Skolimowana wigzka protonéow ma ksztalt walca o promieniu R. Protony
wiazki poruszaja si¢ ze stala predkoscia v réwnolegle do osi wiazki. Jaka sila dziala
na proton poruszajacy sie w odlegtosci r < R? Przyjmujemy, ze wewnatrz wiazki
liczba protonéw na jednostke objetosci jest stata i wynosi p.

Rozwiazanie na str. 15

F 908. Wiazka naladowanych czastek zmienia kierunek, gdy przechodzi przez
obszar dziatania prostopadlego do niej pola elektrycznego lub magnetycznego.
Oszacowad, jakie musialoby by¢ natezenie E pola elektrycznego, zeby odchylana
wigzka protonéw o energii kinetycznej T = 60 MeV — taka wiazka dysponuje
Cyklotron Instytutu Fizyki Jadrowej w Krakowie — poruszata sie wzdluz tuku
okregu o promieniu 7 = 1 m? Jaka musiataby by¢ wartosé¢ indukecji B pola
magnetycznego, zeby wywotaé takie samo zakrzywienie toru tej wigzki? Masa
protonu wynosi m &~ 1 GeV/c?, a predkosé $wiatta ¢ ~ 3 - 108 m/s.

Rozwiazanie na str. 3
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