Kiedy wymys$lono Masterminda?
Oficjalnie w roku 1970, jednak juz
wczedniej znano gre¢ w wersji z czterema
cyframi zamiast kolorowych szpilek. Roku
powstania tej wersji nie znamy; w kazdym
razie ,,1970” ma przynajmniej jedna cyfre
trafiong na wtasciwej pozycji.

Scigle méwiac, cztery pytania wystarcza
do poznania kodu — ale wg zasad trzeba
jeszcze uzyskaé odpowiedz ,zgadza si¢”,
co wymaga dodatkowego pytania.

My bedziemy je konsekwentnie pomijac.

Rys. 1. Przyktadowa rozgrywka
Masterminda. Ramka na gérze zawiera
ukryty kod; ponizej znajduja sie kolejne
pytania (zgadniecia) oraz uzyskiwane
odpowiedzi: czarna szpilka oznacza
trafienie celne, biata — niecelne. Gracz
odgadujacy wygrywa, gdy otrzyma

odpowiedz 8 w okreslonej liczbie
ruchéw. (My przyjmiemy, ze wystarczy
mu pewnoéé, ze otrzyma ja za chwilg.)

Tyle waza jednozlotéwka i jedno euro.

Oryginalne prace o wazeniu monet:

V. Grebinski, G. Kucherov, Optimal
reconstruction of graphs under the
additive model, Algorithmica 28 (1997).

N. Bshouty, Optimal algorithms for the
coin weighing problem with a spring
scale, Proc. Annual Conf. on Learning

Theory, 2009.

W tym artykule sformulowanie , A wynosi
okoto B” lub ,A ~ B” oznacza, ze

iloraz % jest dowolnie bliski jedynce, jesli
tylko n jest odpowiednio duze.
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Rozwazmy Masterminda
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Gra Mastermind jest rozrywka gtownie dla gracza odgadujacego. Przypomnijmy:
musi on ustalié¢, jaki kod (ciag czterech kolorowych szpilek) utozyl przeciwnik,
positkujac si¢ odpowiedziami otrzymywanymi na zadawane pytania. Pytania
muszg mie¢ postaé ,,Jak bardzo kod przypomina ciag X 7”7, zas odpowiedzia sa
dwie liczby: trafien wlasciwych koloréw na wlasciwych pozycjach oraz trafien
koloréw na pozycjach niewlasciwych (odpowiednio: trafienia celne i niecelne;

te pierwsze bedziemy tez nazywaé po prostu trafieniami). Oczywiscie chodzi

o to, by odgadna¢ kod jak najszybciej.

W Masterminda mozna graé, gimnastykujac pomystowo$é¢ na biezaco — ale
matematyk chcialby tez poszukaé ogdlnej metody. Jaka jest najmniejsza

liczba pytan, ktora zawsze wystarczy do zwyciestwa? To nielatwy problem,

ale mozemy wspoméc sie komputerem: wlasnie w ten sposéb Donald Knuth
uzyskal w 1977 roku wynik czterech pytan. Komputery nie radza sobie jednak
z uogdlniona wersja gry, gdy kod zawiera n szpilek (zamiast 4), a do dyspozycji
jest k koloréw (zamiast 6). Nie zdziwi nas to, gdy pomyslimy, jakich rachunkéw
wymaga uzasadnienie, ze do zwyciestwa potrzeba przynajmniej t ruchow.
Teoretycznie nalezy przejrzeé¢ drzewo standw gry (mozliwych ciagéw pytan

i odpowiedzi) do glebokosci ¢ — 1 ruchéw wiacznie. Dla gry standardowej oraz
t = 4, jako ze mozliwych pytan w grze jest 6* = 1296, za$ odpowiedzi 14, samych
stanéw na glebokosci 3 mamy (1296 - 14)® ~ 5,9 biliona! Na szczeécie mozemy
zauwazy¢, ze stany rézniace sie jedynie przemianowaniem koloréw i/lub pozycji
sa wladciwie réwnowazne — jesli przejrzeliémy mozliwosci wygrania w jednym

z nich, nie trzeba juz zajmowac sie tym drugim. Zmniejsza to liczbe istotnych
stanéw do okolo 415 milionéw (tj. ponad 10000-krotnie!), co — w polaczeniu

z pewnymi dodatkowymi usprawnieniami — czyni zadanie dostepnym dla
domowego komputera. Zauwazmy jednak, ze w ogdlnosci nasz problem wciaz
zachowuje sie wyktadniczo wzgledem n, k, t: powickszajac te parametry choéby
o 1, mozemy zwiekszy¢ trudnosé setki razy. Nic wiec dziwnego, ze nawet

dla k = 2 udalo si¢ dotychczas (z wykorzystaniem duzo bardziej ztozonych
technik) znalez¢ optymalne strategie jedynie dla n < 8.

Skoro nie umiemy znalez¢ najlepszej strategii dla gry z n szpilkami w k kolorach,
poszukajmy (bez komputera) mozliwie dobrej. Na poczatek zalézmy, ze k = 2:
szpilki sa jedynie ciemnoszare i kolorowe. Latwo wowczas wygraé, zadajac

n + 1 pytan: w pierwszym wszystkie szpilki sg ciemnoszare, w nastepnych jedna
kolorowa szpilka ,wedruje” po kolejnych pozycjach. (Wlasciwie ostatnie z tych
pytan jest zbedne, zatem mozna wygra¢ w n ruchach.) A czy da sie lepiej?

Aby odpowiedzieé na to pytanie, zaczniemy od nieco innego zadania. Danych
jest n monet, z ktérych kazda wazy 5 albo 7,5 grama, oraz zwykla waga,
podajaca taczna mase umieszczonych na niej przedmiotow. Nalezy odréznié
monety ciezsze od 1zejszych, wykonujac jak najmniej wazen. Oczywiscie, mozna
zwazy¢ kazda monete osobno, jednak istnieja lepsze rozwigzania. Na przyktad,
dla pieciu monet o wagach A, B,C, D, E wystarczg cztery wazenia:

(+) A+D+E, B+D+E, C+E A+B+C+D+E.

Istotnie: dodajac pierwsze trzy wyniki i odejmujac ostatni, otrzymujemy
D + 2F; latwo sprawdzi¢, ze wyznacza to naraz D oraz E. Wtedy juz tatwo
znalezé¢ A, B, C.

Czy powyzszy przyklad pomaga zwazyé n monet dla n > 57 Oczywiscie tak:
grupujemy monety w piatki i wazymy kazda piatke w czterech wazeniach, co
daje okolo 20-procentowa oszczednos¢ wobec ,naiwnych” n wazen. Okazuje sie
jednak, ze im bardziej ro$nie n, tym jest lepiej: w ogdlnoséci wystarczy wykonaé
okoto lozgn wazen, co daje np. pieciokrotng oszczednosé dla n ~ 1000. Ba, jesli
rozpoczniemy od zwazenia razem wszystkich monet, a nastepnie zaplanujemy
ponad lfg"n losowych wazen, to z duzym prawdopodobienstwem taki schemat
wazen pozwoli na odgadniecie wag monet w dowolnym ich ukladzie.
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Rys. 2. Przyktadowa gra dwukolorowa.
Lewa kolumna zawiera pytania,
zbudowane na podstawie strategii
wazenia monet (x), Srodkowa — liczby
(celnych) trafiei oraz réznice trafnosci
w stosunku do pierwszego pytania.
Prawa kolumna pokazuje, gdzie
konkretnie wystapity trafienia (oczywiscie
odgadujacy poczatkowo nie ma tej
wiedzy). Znaki + i — przedstawiaja
réznice w trafieniach w stosunku do
pierwszego pytania. Pojawiajg si¢ one
dokladnie tam, gdzie w pytaniu byta
kolorowa szpilka. W ten sposéb kolejne
odpowiedzi méwig nam o sumach

wag szpilek na wybranych pozycjach

w kodzie. (Wybér pozycji nastepuje
poprzez umieszczenie na niej w pytaniu
kolorowej szpilki.)

Oryginalna praca o grze wielokolorowe;j:

B. Doerr i in., Playing Mastermind
with many colors, Proc. Sympos. on
Discrete Algorithms, 2013.

Od obu tych zatozen mozna si¢ tatwo
uwolni¢ kosztem dodatkowych pytan:
jesli n nie jest potega dwdjki, liczba
pytan moze si¢ podwoié, za$ jesli k jest
bardzo duze — powigkszy¢ o okoto %
Tego drugiego nie da sie zresztg uniknad.
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Rys. 3. Podzial kodu na bloki oraz
monety zwigzane z tymi blokami;

jest to zarazem schemat dziatania
algorytmu. Odcinki lacza monety z ich
pod-monetami; waga monety jest suma
wag jej pod-monet. Na ostatnim poziomie
zaznaczono jedynie monety o wadze 1
(pozostale maja wage 0); wyznaczaja one
rozwiazanie zagadki.

Wykorzystujac fakt, ze waga monety jest
sumg wag jej pod-monet (rys. 3), mozna
uzyskaé¢ dodatkowo okoto dwukrotna
oszczedno$é (rysunek 4 zawiera przyklad
tego usprawnienia).

A jak ma sie to do Masterminda? Za chwile pokazemy strategie dla gry
dwukolorowej, wykorzystujaca wazenie monet. Najpierw zauwazmy, ze podane
powyzej wartodci 7,5 oraz 5 graméw nie sg istotne dla rozwiazania zadania —
réwnie dobrze monety cigzkie moglyby wazyé 1 g, a lekkie (niech fizycy wybacza)
0 g lub wrecz minus jeden gram. Uméwmy sie wiec, ze szpilka kolorowa wazy
gram, za$ ciemnoszara minus gram. Na poczatek zadajmy pytanie zlozone

z ciemnoszarych szpilek i oznaczmy liczbe trafien przez s. Jezeli teraz zmienimy
gdziekolwiek w pytaniu szpilke na kolorowa, spowodujemy zwigkszenie liczby
trafien o 1, jesli odpowiednia szpilka w kodzie jest kolorowa, i jej zmniejszenie,
jesli jest ciemnoszara — zatem zmiana réwna si¢ wadze rozwazanej szpilki w kodzie.
W ogélnoéci, mozemy w ten sposéb zwazy¢é szpilki, wykorzystujac w roli wagi
zasady Masterminda! Na przyktad, aby poznaé sume wag pierwszej i trzeciej
monety, zadajemy pytanic eeeeee---@ (z kolorowymi szpilkami na odpowiednich
pozycjach) i odejmujemy s od liczby trafien (patrz tez rys. 2).

Skoro umiemy odgadnaé¢ kod po okoto 102—” pytaniach, moze da sie jeszcze lepiej?
gn

Policzmy: mozliwych kodow jest 2", za$ mozliwych odpowiedzi na jedno pytanie jest
n + 1. Po t ruchach dysponujemy ciagiem t takich odpowiedzi; jesli ma on pozwalaé
na jednoznaczne odtworzenie kodu, musi zachodzi¢ (n + 1) > 2". Nieréwnosé ta
staje sie¢ prawdziwa dla ¢ réwnych mniej wiecej %, co pokazuje, ze opisang powyzej
strategie mozna poprawi¢ w najlepszym razie okoto dwukrotnie. Mozna wiec
powiedzieé, ze uzyskaliSmy ,,wiekszos¢” osiggalnego usprawnienia w poréwnaniu
z rozwigzaniem naiwnym wymagajacym n + 1 pytan. Co ciekawe, nasze rozwiazanie
wykorzystuje jedynie informacje o trafieniach; trafienia niecelne nie sg potrzebne.

Zrozumiawszy z grubsza przypadek k = 2, przechodzimy do Masterminda
z wigksza liczba koloréw. Ponownie odwolamy sie do zagadnienia wazenia monet,
jednak w trudniejszej wersji: tym razem o n monetach wiadomo tylko tyle,
ze ich wagi (w gramach) sa calkowite nieujemne oraz ze suma wag wszystkich
monet nie przekracza pewnej wartosci M. Wowczas okazuje sie, ze wystarczy

8n 4(n+M)

wazen, jesli M < n, oraz ———— wazen w przeciwnym razie. (Podobnie jak
logn ) ) logn

poprzednio, dobrych schematéw wazen jest woéwczas bardzo wiele.)

Dla wygody zatozymy, ze liczba szpilek n jest potega dwdjki, a liczba dostepnych
koloréw wynosi rowniez n. W takiej sytuacji opisana przez nas metoda bedzie
wymagaé okolo 8nloglogn pytan. We wstepnym opisie zatozymy dodatkowo, ze
istnieje kolor w ogdle niewystepujacy w kodzie i jest on nam znany; nazwiemy go
zerowym 1 oznaczymy przez o. Pdzniej pokazemy, jak radzi¢ sobie bez niego.

W przypadku dwukolorowym role monet pelnity pojedyncze szpilki o wagach +1.
Teraz bedzie inaczej. Po pierwsze, pojedyncza rozgrywka Masterminda bedzie
odwolywac sie do problemu monet wielokrotnie, za kazdym razem dla innego
uktadu monet (kazde takie wydarzenie nazwiemy grg w monety). Po drugie, role
monety bedzie zawsze petnil zbior szpilek danego koloru, znajdujacych si¢ w kodzie
w obrebie danego bloku pozycji; waga takiej monety bedzie liczba wspomnianych
szpilek. Na przyktad, dla kodu ceeoceeeo moneta kolorowa dla bloku 1-4 ma wage 2,
za$ jasnoszara dla bloku 5-8 wage 1. W pierwszym kroku algorytmu ustalimy wagi
wszystkich monet dla bloku B zawierajacego wszystkie pozycje. W drugim kroku
ustalimy wagi wszystkich monet dla obu potéw tego bloku, ktére oznaczymy przez
B, i By. Nastepnie zwazymy monety odpowiadajace ¢wiartkom By1, B1a, Be1, Bag,
i tak dalej, co da nam rozwiazanie (patrz rys. 3).

Ustalenie wag monet dla bloku B jest proste: np. waga ciemnoszarej jest rowna
trafnosci pytania eee.--e. Podobnie dla mniejszych blokéw: np. waga monety
ciemnoszarej dla bloku Bs; jest trafnos¢ pytania eeoo. Co wiecej, suma tejze
wagi oraz wagi monety kolorowej dla bloku Bj jest trafno$é¢ pytania eeccee
Stad juz widaé, ze kazdy zestaw monet zwiazanych z rozlgcznymi (nieprzecinajacymi
sie) blokami mozna wydajnie zwazy¢ za pomoca gry w monety (rys. 4).

Trzeba jeszcze wyjasnié¢, ktére monety dobieramy do kolejnych gier. W pierwszym
kroku (tj. dla bloku B) wazymy monety pojedynczo. W nastepnych krokach taczymy

monety w grupy, tak by kazda grupa zawierata po (maksymalnie) jednej monecie
dla kazdego z blokéw odpowiedniego poziomu; kazda grupa bierze udziat w osobnej
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Rys. 4. Przebieg jednej gry w monety
podczas trzeciego kroku algorytmu. Wagi
monet dla blokéw Bi, B> sa juz znane;
chcemy ustali¢ wagi ich pod-monet,
ktorych jest 8. Wybieramy 4 z nich

(po jednej w kazdym bloku) i znajdujemy
ich wagi A, B, C, D, zadajac pytania
odpowiadajace wazeniom

A, C, A+B, A+B+C+D.

Wagi pozostalych 4 monet mozna by
ustali¢ analogicznie, ale w tym przypadku
mozna je od razu wyliczy¢ na podstawie
juz posiadanych informacji.

Dla i =1 wzér ;25
skadingd wiemy, ze w oczywisty sposéb

pierwszy krok zajmuje n pytan.

nie ma sensu, ale
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Rys. 5. Przyktadowy zestaw koloréw
zerowych dla kodu (nad linia) oraz
praktyczna realizacja czterech pytan

z rysunku 4 z wykorzystaniem tego
zestawu (pod linig). Zauwazmy, ze
trafno$é pytan pozostala niezmieniona.
Szare ramki obejmuja szpilki bedace
teoretycznie koloru zerowego.

grze w monety. Kluczowy dla efektywnosci jest fakt, ze jesli pewna moneta
ma wage 0 (co dla wielu koloréw musi sie zdarzaé bardzo czesto), to mozna
wylaczy¢ z wazen obie jej pod-monety, poniewaz odpowiedni kolor w ogéle
nie wystepuje w danym bloku (rys. 4).

Czas wytlumaczy¢, jak poradzi¢ sobie bez koloru zerowego. Trik polega na tym,
zeby stworzy¢ sobie taki kolor, a konkretniej — rozpoczaé algorytm od dodatkowych
pytan, ktére pozwola dla kazdej z osobna pozycji ustali¢ pewien kolor, ktory

na pewno tam nie wystepuje. Bedzie to kolor zerowy dla tej pozycji (rys. 5).
Zauwazmy, ze takie posuniecie jest bezpieczne dzieki temu, ze caly czas interesuja
nas wylacznie trafienia celne.

Jak wigc znalez¢ wydajnie zestaw koloréw zerowych? Okazuje sie to proste,

a zarazem podobne do gry w Masterminda dwukolorowego. Zadajmy najpierw
pytanie eee---@, a nastepnie eeee---@. Jesli trafnosé wzrosta, druga szpilka

jest kolorowa; jesli spadta, jest ciemnoszara; jedli nie zmienita sie, nie moze by¢
kolorowa ani ciemnoszara. Zatem aby odrzuci¢ po jednym kolorze na kazdej pozycji,
wystarczy ,przespacerowaé sie” kolorowa szpilka po pozycjach; tacznie zadajemy
n + 1 pytan. Wyglada to podobnie do naiwnej strategii dla gry dwukolorowej,

i nie bez konsekwencji: pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie wykazanie, ze
za pomocg wazenia monet mozna kolory zerowe wyznaczy¢ znacznie szybciej.

Zakonczyliémy nareszcie opis strategii dla Masterminda o n szpilkach i n kolorach.
Tlu pytan wymaga ta strategia? Najprosciej znalez¢é odpowiedz w sytuacji, gdy
wszystkie szpilki w kodzie maja rézny kolor: wéwczas wszystkie monety waza
0 lub 1, zatem z blokiem i-tego poziomu zwigzanych jest doktadnie 577 monet
o niezerowej wadze. Wowczas i-ty krok algorytmu sktada si¢ z 57=1 gier w monety,
z ktérych w kazdej uczestniczy 2! monet. Z rozwigzania problemu monet wynika,
ze jedna taka gra wymaga okoto
2. 21’71
log(@ 1)

wazen, zatem caly krok zajmuje okoto 12_—"1

91
i—1
pytan Masterminda. Czyli w sumie:
n- <1+2+2+...+

—= ) ~2n-loglogn.
23 logn—l) noloslogm

Jedli teraz dopusdcimy powtarzajace sie kolory w kodzie, to podobne (choé
nieco trudniejsze) rozumowanie — oczywiscie z wykorzystaniem rozwiazania
ogoblniejszego problemu monet — pokazuje, ze nasza metoda wymaga nie wiecej
niz okoto 16nloglogn pytan.

Jak do tej pory, nie wykorzystaliSmy jeszcze nigdzie wiedzy o liczbie trafien
niecelnych, ktéra jest przeciez dostepna. Czyzby byta ona catkiem niepotrzebna?
To zalezy od liczby koloréw w grze. Jesli k > n, wygodnie rozpoczacé gre od ustalenia,
jakie kolory w ogéle wystepuja w kodzie (co umozliwi zastosowanie opisanej powyzej
metody); trafienia niecelne sa tu istotna pomoca. Dla odmiany, w przypadku k = 2
za ich pomocg mozna zaoszczedzi¢ co najwyzej jeden ruch.

Problem uogélnionego Masterminda oczywiscie nie jest kluczowy dla wspolczesnej
nauki; dlaczego w takim razie mialby nas interesowaé¢? Zanim odpowiemy,
zastanowmy sie, dlaczego naukowcy w ogdle zajmuja sie¢ grami. Pierwszym
argumentem jest na pewno atrakcyjna tresé, jednak ich zaleta jest tez kondensacja
réznych probleméw obliczeniowych oraz teoretycznych. Jesli nauczymy sie
efektywnie gra¢ w szachy badz w go, albo znajdziemy dowdd optymalnosci strategii
dla Masterminda, by¢ moze uda sie wykorzysta¢ wypracowane metody w bardziej
zyciowych zagadnieniach. Tymczasem dla uogdlnionego Masterminda wciaz

nie znamy ani strategii lepszej od opisanej powyzej, ani dowodu, ze nie wystarczy
wykonaé C - n ruchéw (dla stalej C niezaleznej od n). Kto wie, moze rozstrzygniecie
tej niejasnosci okaze sie — posrednio — szerzej przydatne.

Mastermind ma tez inne ciekawe uogolnienia. Jak graé, jesli przeciwnik moze
dwukrotnie skltamac¢? Mozna wazy¢é monety w spos6b odporny na dwa klamstwa
— co z kolei wiaze sie z teoria kodow korekcyjnych, ktore ,naprawiaja’ drobne
bledy, np. w przesyle danych. A to przydaje sie¢ wszedzie: w Internecie, sieciach
komoérkowych, nosnikach danych. ..
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