Gémez-Gélvez Pedro i inni:
Scutoids are a geometrical solution to

three-dimensional packing of epithelia.
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Rys. 1. Dwa doskonale dopasowane
skutoidy

Przyroda geometrg
Krzysztof REJMER

Istnieje nieskonczenie wiele bryl geometrycznych, ktérymi matematycy nigdy
dotad sie nie zajmowali, bo po prostu nie byly one dla nich wystarczajaco
interesujace. Czasem jednak zdarza sig, ze i niematematyk natrafi na co$, co
z pewnych powodéw okaze si¢ wazne, a wtedy robi si¢ naprawde ciekawie.

Tak wlasnie bylo w tym przypadku, gdy uczeni z Uniwersytetu w Sewilli oraz
Uniwersytetu Lehigh w Bethlehem (Pensylwania) zajmujacy sie badaniami
nabtonka odkryli nieznany wczesniej ksztalt, jaki moga przyjmowacé jego
komorki, o czym w lipcu 2018 roku poinformowali w Nature Communications.

Tkanka nabtonkowa jest wszechobecna w zywych organizmach i spelnia w nich
wielorakie funkcje. Wyscieta ona jamy ciala oraz jego narzady wewnetrzne,
bierze udzial w transporcie czasteczek chemicznych, tworzy skére, peini
funkcje wydzielnicza w gruczotach dokrewnych, uczestniczy w odbieraniu
bodzcéw z zewnetrznego otoczenia, stanowi czeéé jader i jajnikéw, gdzie
zachodzace w niej podzialy prowadza do powstania plemnikéw oraz komorek
jajowych. Niewatpliwym przywilejem odkrywcéw bylo nazwanie nowej bryty.
Wybrali nazwe skutoid, a dlaczego, o tym za chwile. Najpierw 6w skutoid
opiszemy. WyobraZmy sobie graniastostup o podstawie pieciokata, ktéremu
odcinamy jeden z wierzchotkow w taki sposob, ze powstaje dodatkowa trojkatna
$ciana. Skutoid to bryta bardzo zblizona do tego, co powstalo, przy czym
dopuszczamy deformowanie $cian: krawedzie traktujemy tak, jakby bytly
potaczone przegubowo i dodatkowo kazda krawedz mozemy rozciagac i skracac.
Czyli przy deformacji nie zmieniamy wlasnosci topologicznych, kazda Sciana nie
zmienia liczby wierzchotkéw, ale nie musi byé¢ juz nawet plaska figura. Skutoid
ma zatem osiem $cian: jedna tréjkatna, trzy czworokatne, trzy piecio- i jedna
szesciokatna. Ma osiemnadcie krawedzi i dwanadcie wierzchotkéw. Przypomnijmy
jeszcze wzér Eulera:

W+S=K+2,
gdzie W, S i K to odpowiednio liczby wierzchotkow, Scian i krawedzi
wieloScianu. Dokonana w graniastostupie zamiana I na Y zwieksza W o 2,
Sol,a K o3, awiec wszystko sie zgadza. Naturalnie prawdziwe komorki nie
sa wieloScianami, nie maja ostrych krawedzi ani ptaskich écian, ale mozemy je
w ten sposéb przyblizad.

Dlugo przypuszczano, ze komorki nabtonka przypominajg ksztaltem
graniastostupy lub butelki. Okazuje si¢ jednak, ze moga one by¢ bardziej
skomplikowane. Moga by¢ na przyklad skutoidami. Dzieki temu ksztattowi
daje si¢ z nich utozy¢, niczym z klockéw lego, bardzo dobrze upakowana
strukture. Rysunek 1 pokazuje dopasowanie dwoch skutoidéw. Co wiecej,
mozna w ten sposob tworzy¢ zakrzywione i zarazem szczelne powierzchnie.

Ma to podstawowe znaczenie dla morfogenezy rozwoju tkanek. Wszystko
zaczyna si¢ od jednej komérki, ktora sie dzieli, potem nastepuja kolejne
podziaty, tkanki réznicuja sie, tworza warstwy i narzady. Gdy warstwy skrecaja
sie i wyginaja, musza przy tym zmieniaé ksztalt. Poczatkowo komorki sg
pigcio- lub szesciokatnymi graniastostupami. Gdy tkanka rosnie i zarazem
wygina sie, jej gérna powierzchnia powieksza swoje pole; niektore komérki
odksztalcaja sie, a przy tym moga by¢ budowane nowe krawedzie i nowe Sciany.
Niestety zmiana pola powierzchni i ewentualne pojawienie si¢ nowych krawedzi
pociaga za soba pewne wydatki energetyczne. Dopasowanie geometryczne to
jeden istotny czynnik, drugim jest zuzycie energii, niezbedny jest wiec jakis
kompromis pozwalajacy na stworzenie stabilnego i zakrzywionego ksztaltu.
Symulacje komputerowe pokazuja, ze wydatki energetyczne sa stosunkowo
mate, a wiec korzystne dla komérek, gdy niektore z nich przyjmuja ksztatt
skutoidéw. A zatem tam, gdzie jest krzywizna, tam moga byé¢ réwniez
skutoidy. W tytule artykulu popularnonaukowego poéwieconego temu odkryciu,
zamieszczonego w New Yorkerze, jego autor, Alan Burdick, napisal: wszyscy
jestesmy skutoidams.
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Bardzo to piekne, ale czy aby na pewno prawdziwe? Pewien niemiecki astrofizyk
onegdaj oswiadczyl: Symulowalibysmy gwiazdy nawet wtedy, gdyby one nie
istniaty.

Otéz tak, tego rodzaju komorki juz odkryto. Okazalo sie, ze skutoidami jest 75%
komérek nablonkowych w gruczolach §linowych muszki owocowej (Drosophila
melanogaster — dla genetykéw bedacej prawdziwym laboratorium) i 50%
komérek rozwijajacych sig fald zarodka owada. Wykryto je réwniez u danio
pregowanego (Danio rerio), ryby, ktora dzigki latwemu rozmnazaniu i szybko
przebiegajacemu cyklowi zyciowemu takze jest wdziecznym obiektem badan.

: 1 Winien jestem jeszcze wyjasnienie dotyczace nazwy tej nowej bryly. Autorzy
Rys. 2. Scutellum kruszczycy zlotawki odkrycia dopatrzyli sie w niej pewnego podobienstwa do pancerza chrzaszczy,
Cetonia aurata. a konkretnie do fragmentu grzbietowej czesci segmentu skrzydlotulowia po
tacinie nazwanego scutellum (od scutum — tarcza), a po polsku zatarczkg. Jest
to niewielki tréjkat widoczny na grzbiecie chrzaszcza kruszczycy zlotawki,
pokazany na rysunku 2.

Nieoczekiwane zastosowania szeregu harmonicznego
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Problem 1. Do dyspozycji mamy nieograniczona liczbe Problem 2. Na jednym z koncéw kilometrowej
prostopadtoéciennych cegiel o jednakowym rozmiarze rozciagliwej nici siedzi mréowka. Zaczyna poruszac

i masie. Cegly ustawiamy jedna na drugiej — bez uzycia sie ze stala predkoscia 1 cm/s w kierunku drugiego
zadnych materiatéw klejacych. Jak bardzo najwyzej konica. Po uplywie kazdej sekundy ni¢ wydluza sie
potozona cegla moze by¢ wysunieta w stosunku do cegty o jeden kilometr — natychmiastowo i jednorodnie na
polozonej najnizej? Rozklad masy w kazdej cegle jest calej dtugosci. Czy mréwka jest w stanie dotrzeé na
jednorodny. drugi koniec nici?

Zanim przedstawimy rozwiazania, przypomnijmy, ze szereg harmoniczny, suma
odwrotnosci kolejnych liczb naturalnych
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jest rozbiezny, czyli jego suma jest nieskonczona. Wynika to z nastepujacych

oszacowan
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Rozbieznosé tego szeregu odgrywa kluczowa role w rozwiazaniach obu
probleméw.

Rozwigzanie problemu 1. Chcemy ustawié¢ wieze, ktérej najwyzsza cegla
bedzie wystawata mozliwie daleko. Eksperymentujac, na przyktad z kostkami
domino, mozemy zauwazy¢, ze nizsze kostki warto wysuna¢ mniej niz te wyzsze;

wyzsze maja ,swobode”, gdyz musza utrzymaé na sobie mniej kostek (rys. 1).
Rys. 1

Przyjmijmy, ze kazda cegta ma dlugosé 2. Masa cegiel jest roztozona
jednorodnie, tak ze Srodek ciezkosci znajduje sie doktadnie w polowie dtugosci
»Z prawej strony” oznacza, ze lewy koniec Cegly. Jakie Wysuni(gcie mozna OSngDQé w ten sposéb 7 czterech cegiel?
podkladancj cegly ma wspolrzedng Odwréémy kolejnosé budowania i zacznijmy od cegly najwyzszej — niech kazda
wigkszg niz lewy koniec cegly . . a o .
bezposrednio nad nia. nowa cegta bedzie doktadana na spéd wiezy z jej prawej strony.
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