— Lolus, ale on akurat ma krawedz catkowitej

dhugosdci. . .

— No nie zartuj... V82 +42+12 =81 =9... (1,—4,8)
rzeczywidcie! Patrz, jak mi sie przyfarcito! Ale
chyba widzisz, ze mozna troche poeksperymentowaé
ze wspOltrzednymi i przyktad wyjdzie. Poza tym
moralnie to nie moze by¢ prawda.

— Moralnie?

— Tak, bo na plaszczyznie to nieprawda. Zdanie

Maia aelld

Niemozliwe!

— Lolek, chodz, pokaze Ci jedng strone w Internecie. . .

— No, co tam masz? Bolek, wytacz tego Reksia. Mama moéwita, ze nie
wolno nam oglada¢ konkurencji!

— Nie, nie to. Tutaj, w drugiej zaktadce. Kto$ na tym forum napisat fajne
zadanie. Czytaj.

— Jezeli szescian w przestrzeni ma wszystkie wierzcholki w punktach
kratowych, to jego krawedZ ma catkowitq diugosé.

Zaczatbys czytaé jakie$ porzadne fora. Przeciez to jest oczywista bzdura.
— Niby czemu?

— Bolek, nie widzisz, skad to sie wzieto? Kto$ pomyslal, ze taki szedcian
musi mie¢ krawedzie réwnolegte do osi wspotrzednych. I wtedy to prawda.
Ale przeciez mozna wzia¢ obrécony szescian, o, zaraz Ci taki jeden
narysuje. Prosze! Ma wierzchotki w punktach kratowych? Mal

jezeli kwadrat na plaszczyinie ma wszystkie (8,4,1)

wierzcholki w punktach kratowych, to jego bok ma
catkowitq diugosc jest falszywe: bez problemu mozna
narysowac taki kwadrat o boku /5 albo nawet /2.

— I jak to sie ma do szescianu?

— Tak od razu to nijak. Ale méwitem, ze to moralny
argument: skoro na plaszczyznie analogiczne
twierdzenie nie zachodzi, to co dopiero w przestrzeni, (4,-7,-4)

gdzie mozna duzo dowolniej manipulowaé

wspohrzednymi! Jaka dlugo$é¢ krawedzi by$ chcial?
— Mnie te moralne argumenty jako$ nie przekonuja.  — To ja poprosze V117 = 3v/13.

Na prostej wszystko gra.
— Na prostej?

— Ambitnie! Ale dobra, niech bedzie. Wiec tak: jeden
wierzchotek bedzie w punkcie 0 = (0,0, 0), nastepny

— No tak, zobacz: jezeli odcinek na prostej ma oba w jakim$ punkcie odlegtym o /117, na przyktad. ..

korice w punktach kratowych, to jego diugosé jest u = (10,4,1). Teraz zgadniemy sobie jaki$ wektor v
liczbg catkowitq. prostopadty do u i tej samej dtugosci. Powiedzmy;,
— Teraz to ale Ameryke odkrytes. .. Dobra, juz no... czekaj... mam: v = (2,-7,38).

dobra, skonstruuje Ci precyzyjny kontrprzyktad. — Na pewno sg prostopadie?
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— Nie wierzysz mi? Odlegtos¢ miedzy ich koncami wynosi

fu— ] = /(10 = 2)2 + (44 7)2 + (1 - 8)2 = V231

i mamy

Jul? + o = VIIT + VIIT = V234" = |u— o],
wiec kat miedzy u i v jest prosty z twierdzenia Pitagorasa.
— Chyba z twierdzenia odwrotnego do. ..

— Cicho siedz! Pedant si¢ znalazl. Poza tym tatwo sprawdzié, ze Twoje
pytanie sprowadza sie do obliczenia iloczynu skalarnego

(u,v) = uyvy + ugvg +ugvs =10-2+4-(=7)+1-8=0.
Skoro wyszto 0, to kat jest prosty. Uczytem si¢ o tym na matematyce.
Wige podsumujmy: punkty 0,u,v i u+ v = (12, —3,9) wyznaczaja kwadrat
o boku v/117. Zgadza sic?
— Na razie dobrze.

— To bedzie podstawa naszego szescianu. Teraz wystarczy znalezé trzeci
wektor w, prostopadly do obu u i v. Ugh... to chyba potrwa. Przynies cos
do picia.

— Czekaj, o tym to ja si¢ uczylem na fizyce. To si¢ nazywa iloczyn
wektorowy u x v. Podstawia sie dwa wektory i wychodzi wektor
prostopadty do nich obu, czyli w Twojej notacji (u x v,u) = (u X v,v) = 0.
Chcesz wzér?

— Dawayj!

— Mam g0 tuw zeszycie. Uwaga: u X U:(Ugvg —U3vV2, U3V —U1V3, U1V —UQ’Ul).
— Troche dhugi, ale to nic, podstawiamy: u x v = (39, =78, —=78). To

juz, bierzemy wektory u, v i u X v i rozpinamy na nich sze$cian! A nie
méwitem!

— Za bardzo sie rozpedzites. Ten Twdj ,,szeScian” to tylko prostopadtoscian.
Trzeci wektor ma diugosé /392 + (=78)2 + (—78)% = /13689 = 117, a nie
V117. Zapomniatem Ci powiedzieé: dtugoéé wektora u x v jest réwna polu
rownolegtoboku rozpietego przez u i v.

— Czyli w naszym przypadku polu kwadratu: /117 - /117 = 117. To by
sie¢ nawet zgadzalo. Ehhh... Ale zaraz, nie wystarczy przeskalowaé¢ ten
wektor? Kierunek jest przeciez dobry, tylko dlugosé sie nie zgadza!

~ Bingo! Mamy wektor o dtugosci 117, a chcieliémy /117, czyli trzeba
kazda wspétrzedna podzieli¢ przez /117! No nie. .. to niedobrze.
Wychodzi (v/13, —2v/13, —2/13). To nie jest punkt o wspétrzednych
catkowitych.

— Widze wladnie. No trudno. Pierwsze koty za ptoty. Wezmiemy jakie$ inne
uiv. A jak znowu sie nie uda, to zmienimy ten /117 na v/13 albo /257
i na pewno w koncu znajdziemy dobry przyktad. A tak w ogdle, to czemu
ja mam sie meczy¢? Bolek, Ty miale$ informatyke, wez to zaprogramuj

i niech komputer szuka. W jakim jezyku wy sie tam uczycie?

— W COBOLu. Ale wiesz co, to chyba nie jest najlepszy pomyst. ..

— Bo co? Paru prostych petli w COBOLu nie umiesz napisa¢? Nie badz
cienias!

— Nie no, umiem. Ale to chyba nic nie da, bo ja juz widze jak to sie
skonczy.

— To wez mnie o$wiec. . .

— Powiedzmy, ze bedziemy chcieli zrobi¢ taka konstrukcje, biorac za
krawedz /13 albo /257, albo w ogéle y/n dla jakiego$ naturalnego n.
Wybierzemy dwa prostopadle wektory u i v dlugosci v/n i catkowitych
wspoéhrzednych tak jak Ty. ..
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Rozwigzanie zadania F 939.

Sita oporu Fyp,, z jaka powietrze dziala
na ciato poruszajace sie z predkoscig v
wynosi

1 v 2
Fop = 5CpSv%,

gdzie p jest gestoscia powietrza, S polem
powierzchni przekroju ciala
(prostopadlego do kierunku ruchu),
a C wspblczynnikiem zaleznym od
ksztaltu ciala o wartosci rzedu 1
(od 0,1 do 1). W dobrym przyblizeniu
powietrze spelnia réwnanie stanu gazu
doskonatego. Korzystajac z tego rownania
dla danych zadania, otrzymujemy (dla
temperatury w skali Kelvina T' = 293 K):
" .

p= % ~ 1,2 kg/md.
Przyjmijmy, ze szerokos¢ ciala skoczka
wynosi §rednio 30 cm — w ramionach na
pewno wiecej, ale za to dla nég mniej, co
dla wzrostu 1,8 m daje S &~ 0,54 m?.
Maksymalna predkosé odpowiada
sytuacji, gdy sita oporu Fy, = mg. Po
podstawieniu powyzszych oszacowan do
réwnania otrzymujemy

2mg m km
v = ~ 50 — =180 —.
CpS s h

Podczas zawodéw, przy skokach

z wysokosci okoto 2000 m po okoto 12s
skoczkowie osiggaja state predkosci okoto
190 km /h bliskie otrzymanej

w rozwigzaniu.

-]

Rozwigzanie zadania F 940.
Podczas narastania indukcji pola
magnetycznego w piersScieniu pojawia sie
sita elektromotoryczna £. Zgodnie
z prawem indukcji Faradaya mamy

dd

dt’
gdzie @ oznacza strumien indukcji przez
powierzchni¢ cewki. Oznacza to, ze
w kazdym punkcie pierscienia, stycznie do
niego, na tadunki dziata pole elektryczne
o wartosci E = £/(2nr), gdzie r jest
promieniem pierscienia. Liniowa gestos¢
tadunku na pierscieniu wynosi
p = Q/(27r), a wiec na odcinek dl
pierscienia dziala sita dF = pE dl
i moment sily wzgledem jego $rodka to
dM = rdF = rpE dl. Calkowity moment
sity ,obracajacy” pierscienn wynosi
M = 27rr2pE. Ten moment sity nadaje
pierscieniowi przyspieszenie katowe
dw/dt = M/I, gdzie T = mr? jest
momentem bezwladnosci pierscienia.
Otrzymujemy wiec

dw 2 1 ad
— = —27r" — - — =
dt 27r 2wr3m  dt
5 Q 1 7wr’dB
= 27mr" — ———— .
27r 2wr3m dt

Ostatnia réwno$¢ wynika z definicji
strumienia jednorodnego pola B przez
pole kota. Po uproszczeniu
powtarzajacych sie czynnikéw dostajemy:

dw Q dB

dt 2m dt

i ze wzgledu na poczatkowe wartosci
w = 0 oraz B = 0, ostatecznie
otrzymujemy w = QBg/(2m).

— Wybierzemy albo i nie. Skad wiesz, ze zawsze sie da?

— Niewazne, jak sie nie da, to i tak nici z konstrukeji, wiec powiedzmy,

ze sie udato. Teraz obliczasz wektor u x v i tak jak poprzednio, on ma
wspotrzedne catkowite i dtugo$é v/n - /n = n. Czyli jest za dtugi, bo miato
by¢ v/n. Wiec musimy go skrocié /n razy, bo tylko tam moze by¢ trzeci
wierzchotek szescianu. . .

— Nie tylko tam, jeszcze po przeciwnej stronie!

— Teraz to Ty jestes pedantem. Znak nic nie zmieni, bo tak czy inaczej
wektor (u x v)/y/n nie ma wspéhrzednych catkowitych, tylko niewymierne,
bo wszedzie sie kreci ten nieszezesny +/n!

— Chyba ze. ..
— Ze co?
—...2e \/n jest catkowity. Na przyktad /25 albo /36!

— Czyli juz! No bo tak jakby pokazaliémy, ze nie da sie skonstruowaé
kontrprzyktadu. A to chyba to samo, co udowodnié¢ twierdzenie?

— Tak mysle. Wez, zapiszmy to jako$ zgrabnie i mozemy opublikowaé na
tym forum.

— Nie ma sensu, tam juz jest jedno rozwigzanie.

— Tam juz jest... Co? Bolek, Ty mnie zapedzasz w kozi rég, a tam juz
czeka gotowe rozwiazanie?! Czekaj, jak ja cie dorwe. ..

— Lolek, czekaj, ata! To nie tak! Bo ja tego rozwiazania z forum tak do
konica nie rozumiem! Ono jest jakie§ magiczne. Twoje jest duzo lepsze.

— Dobra, przeczytajmy razem, co oni tam pisza. Objeto$é szescianu

o krawedzi \/n wynosi V = \/713. Na razie chyba wszystko jasne?

— Tak, tak. Ale patrz dalej: Poniewaz wszystkie wierzchotki majg
wspotrzedne catkowite, wiec objetosé V' jest liczbg catkowitg. Tego do konca
nie rozumiem. Dalej juz jest tatwo: Z réwnosci V? = n® wynika, ze n jest
kwadratem liczby calkowitej, czyli krawedZ \/n jest calkowita.

— Faktycznie magia. To jak to jest z ta objetoscia? Jest jakis oczywisty
powdd, ze szescian o wierzchotkach w punktach kratowych musi mieé
catkowita objetos$¢?

— Troche o tym myslatem i wydaje mi sie, ze to moze by¢ prawda nawet
dla dowolnego réwnolegloscianu. Bo, na przyktad, na ptaszczyznie
wszystko dziata: wzor na pole rownolegtoboku rozpictego przez wektory
u = (u1,uz) 1 v = (v1,v2) to |ugve — ugvy|, wiec dla wspétrzednych
catkowitych wynik jest liczba catkowita. W przestrzeni tez powinien by¢
podobny wzoér na objetosé. Prawda?

— Wiesz co, Bolek?
— No co?

— Myslatem, ze Ciebie nie ruszaja takie moralne argumenty.

1. Zapisz zgrabnie rozwiagzanie Bolka i Lolka.

2. Czy Bolek méglby wybraé takie \/n, zeby Lolek potknal si¢ juz przy prébie
znalezienia wektora u?

3. Czy Bolek moglby wybraé takie \/n, zeby Lolek nie méglt dobraé¢ do u
zadnego wektora v?

4. Znajdz wzér na objetosé rownolegltoécianu rozpietego przez trzy wektory.
Podpowiedz: wyznacznik. Korzystajac z niego, uzasadnij ostatnia obserwacje
Bolka.

5. Czy rozwiazanie Bolka i Lolka i rozwiazanie znalezione na forum sa istotnie
rozne, czy moze to tylko dwa wcielenia tego samego pomyshu?

Malq Delte przygotowat Michat ADAMASZEK
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