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Problems in Solid Geometry

Najpiekniejsze zadanie geometryczne

Znam takie zadanie. Jego autorem jest Igor Fiodorowicz Szarygin.
Jego tresé jest nieskomplikowanas:

jak szeroki walec mozna wlozyé pomiedzy trzy jednakowe, parami prostopadle
walce?

Purysta zazadalby doprecyzowania. Ale czlowiek rozsadny nie bedzie miat
watpliwosci, ze chodzi o rezultat ekstremalny, a wiec o najmniej korzystna dla
wkladanego walca sytuacje. A wiec walce o osich parami prostopadlych maja
by¢ styczne (bo wtedy miejsca na wkladany walec bedzie najmniej).

W rozwiazaniu tego zadania kluczowe jest dostrzezenie w danych trzech walcach
szescianu. Odkrywa sie jego istnienie w nastepujacy sposéb.

Osie dwoch walcow to proste skosne. Dla prostych
skoénych za$ istnieje taczacy je odcinek prostopadty do
obu z nich — to najkrétsze ich polaczenie.

Tu dygresja dla niedowiarkéw. Gdy proste kil

sa skosne, przez dowolny punkt prostej k prowadzimy
prosta I’ réwnolegla do [, a przez dowolny punkt
prostej [ prostg k' réwnolegla do k. Plaszczyzny A
zawierajaca proste k i I’ oraz u zawierajaca proste [

i k' sa rownolegle. Plaszczyzna m zawierajaca prostg k
i prostopadta do A i plaszczyzna p zawierajaca prosta [
i prostopadta do plaszczyzny p przecinaja sie wzdiuz
odcinka taczacego k z [ i prostopadtego do nich obu.
Nieprawdaz?

Odcinki prostopadle laczace osie walcéw dla stycznych
walcéw o promieniu R maja wiec dlugosé 2R. Co
wiecej, ich konice na kazdej z osi walcéw sa odlegle tez

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

o0 2R — polaczmy je. Powstaje w ten sposéb tamana
zlozona z szeciu odcinkéw (na rysunku 1 ciagle odcinki
kolorowe). Uzupelnienie jej do szedcianu nie sprawi
nikomu klopotu.

Szescian ten zawiera w sobie wszystko, co moze mieé¢ zwiazek z wkladanym
miedzy walce poszukiwanym walcem. Jesli narysujemy (wyobrazimy sobie), co
sie dzieje we wnetrzu szescianu, zobaczymy trzy ,éwiartki” walcéw (rys. 2). Tu
nastepne kluczowe (ile jeszcze tych kluczy?) spostrzezenie — te ¢wiartki maja

oS obrotowa: prosta taczaca dorysowane na rysunku 1 wierzchotki szescianu

ma te wlasno$é, ze obracajac wokdt niej owe ¢wiartki (mozna to robié razem

z szeScianem), otrzymujemy te sama sytuacje. Zauwazmy, ze owa 0§ jest tez
osia obrotowa dla danych na poczatku walcow. Jest ona, oczywiscie, jednakowo
odlegta od kazdej z ¢wiartek, a kazda inna prosta, biegnaca miedzy ¢wiartkami,
jest w mniejszej odleglosci od co najmniej jednej z nich.

Tak wiec znalezlidmy o$ poszukiwanego walca, a jego promien to jej odlegtosé od
ktérejkolwiek z ¢wiartek.

No to kolejne kluczowe spostrzezenie: przy zrzutowaniu w kierunki réwnolegtym
do powierzchni ¢wiartki odleglos¢ jej od osi nie powicksza sie. I tak nasze
stereometryczne zadanie zredukowalo si¢ do zadania plaskiego (rys. 3): jaka
jest odleglosé przekatnej kwadratu u boku 2R od okregu majacego srodek

w wierzcholku kwadratu i promien R.

To, ze wynikiem jest (v/2 — 1)R, nie budzi watpliwogci.

Zadanie to podziwiam dlatego, ze prezentuje rzecz dla mnie w matematyce
najpiekniejsza — redukcje zawilosci do sedna sprawy.
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