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w—k+s=2

Oznaczmy przez w, k, s liczby odpowiednio wierzchotkéw, krawedzi i Scian
wielo$cianu. W kazdym wierzchotku schodza si¢ co najmniej trzy konce krawedzi
i kazda krawedz ma dwa konce, zatem 2k > 3w. Podobnie kazda $ciana ma

co najmniej trzy boki, a kazda krawedz nalezy do dwéch $cian, wiec 2k > 3s.
Ponadto jesli wielodcian jest wypukly, zachodzi wzor Eulera: w —k + s = 2.

Joanna JASZUNSKA

Wzér ten zachodzi réwniez dla spéjnych graféw planarnych (wigcej o tym w deltoidzie 8/2011).
Na stronie http://www.ics.uci.edu/ eppstein/junkyard/euler spisano 20 jego dowoddéw.

Mozna wykazac¢, ze jesli dodatnie liczby calkowite w, k, s spelniaja powyzsze trzy warunki oraz w > 4, to istnieje wieloécian wypukly
o w wierzchotkach, k krawedziach i s $cianach. Dowdd tego i podobnych faktéw opisano w Delcie 8/2015.

1. Czy istnieje wieloscian o 333 $écianach, z ktérych kazda
jest trojkatem?

2. Czy istnieje wieloécian o 7 krawedziach?
3. Czy istnieje wieloScian wypukly majacy k krawedzi
oraz plaszczyzna nie przechodzaca przez zaden z jego

wierzcholkow i przecinajaca r krawedzi, przy czym
3r > 2k?

4. Czy istnieje wieloécian wypukly, w ktérym wks = 397

5. Udowodnij, ze w kazdym wieloScianie wypuklym
2w —s>4,2s—w >4, 3w—k > 6 oraz 3k —w > 6.

6. Pewien wieloscian wypukly ma w wierzchotkéw. Oblicz
sume katow plaskich wszystkich jego Scian.

7. Udowodnij, ze kazdy wieloScian wypukly ma Sciane
tréjkatng lub naroze trdjécienne.

8. Wykaz, ze w kazdym wieloScianie wypuklym suma liczby
$cian tréjkatnych i liczby narozy tréjSciennych jest wigksza
lub réwna 8.

9. Krawiec ma worek plaskich pieciokatéw foremnych

o boku 1 oraz worek ptlaskich szesciokatéw foremnych
o boku 1. Jakie wieloéciany wypukle moze z nich uszy¢?

10. Jakie istnieja wieloéciany foremne wypukle?

Rozwigzania

R1. Jesli kazda Sciana jest tréjkatem, to zachodzi réwnosé
2k = 3s = 3 - 333, co jest niemozliwe. [J

R2. Poniewaz 2k > 3w, wieloscian o 7 krawedziach mialby
najwyzej 4 wierzcholki, a wiec najwyzej 6 krawedzi —
sprzecznosé. [

R3. Jesli plaszczyzna przecina r krawedzi, to przekrdj ma
r bokéw 1 plaszczyzna ta przecina takze r réznych $cian
(bo wielodcian jest wypukly). Stad s > r, wiec

2k > 3s > 3r, zatem niemozliwe, by 3r > 2k. [J

RA4. Jesli wks jest liczba nieparzysta, to liczby w, k, s sa
nieparzyste, a wiec niemozliwe, by w — k + s = 2. [

R5. Na mocy wzoru Eulera oraz nieréwnosci 2k > 3s
uzyskujemy 2w — s =2-(2+k—s) —s =4+ 2k —3s > 4.
Pozostatych nieréwnosci dowodzimy analogicznie. O

R6. Niech k; oznacza liczbe krawedzi Sciany i dla
i=1,2,...,s, wowczas k1 + ko + ...+ ks = 2k.

Suma katow plaskich écian wielo$cianu réwna jest

i((ki ~2).180°) = (Zk ) 1800 -

i=1
= (2k —2s)-180° = (k — s) - 360° = (w — 2) - 360°. O

R7. Jesli nie ma, to 2k > 4s oraz 2k > 4w, zatem

2=w—k+s< g—k+§=o, sprzecznosé. [

R8. Oznaczmy przez s; liczbe $cian i-katnych, a przez w;

liczbe narozy i-Sciennych (i > 3).

Wtedy s=s3+s4+S5+..., w=ws+wy +ws~+ ...,

2k = 3s3 + 484 + 5s5 + ... oraz 2k = 3wz + 4w4 + dws + . ..

Stad
w3+ 83 > w3+33—|—3w3+4(w4+w5+...)—2k+
+383+4(S4+S5+)—2k’ =
=4d(wstwstws+...)—4k+4(s3+ss+s5+...) =
=4(w—k+s)=28.

R9. Jesli wielodcian ma p $cian pigciokatnych

i g szedciokatnych, to s = p + q oraz 2k = 5p + 6q.
Wielokaty sa foremne, zatem w kazdym wierzchotku
schodza sie po trzy. Stad 2k = 3w, czyli 3w = 5p + 6q,
a wiec

SRRSO LR AN

1
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+ptaq=

Zatem p = 12 — wieloScian ma 12 $cian pieciokatnych.

Pozostawiamy Czytelnikom uzasadnienie, ze krawiec moze
uszy¢ tylko dwunastosciany foremne i pitki nozne. O

R10. Szukamy wielo$cianéw wypuklych zbudowanych
z n-katow foremnych, po p w kazdym wierzchotku. Oznacza
to, ze 2k = ns oraz 2k = pw. Wobec tego
2:w—k+s:%—k+%, czyli 1 1:1—1—1,
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przy czym n,p > 3. Réwnanie to ma pig¢é rozwiagzan.

Skadinad znamy pieé¢ wieloScianéw foremnych:

dla (n,p) = (3,3) czworosdcian, (4,3) — szescian,

(3,4) — o$mioscian, (5,3) — dwunasto$cian

i(3,5) — dwudziestoscian. Powyzsze rozumowanie wskazuje,
ze wiecej ich by¢ nie moze. O

Zadania domowe

Zadanie 3 pochodzi z XLIX Olimpiady
Matematycznej, a zadanie 6 z Ligi
Zadaniowej Olimpiady Matematycznej
Gimnazjalistow.
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11. Czy istnieje wieloscian wypukly o czworokatnych Scianach i o 25 krawedziach?

12. Wykaz, ze kazdy wieloscian wypukly ma wierzcholek o mniej niz 6 krawedziach
oraz $ciane o mniej niz 6 bokach.



