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Rys. 1. Gdy v || k, kolejnoéé wykonywania
przesunigcia i symetrii jest dowolna.
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Rys. 2. Gdy v }f k, obrazem punktu A
w przesunieciu i symetrii bedzie punkt C,
a w symetrii i przesunieciu punkt B.
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Rys. 3. Jedli P jest punktem stalym,
obraz X pozostaje na o1. Gdy réwniez
Q@ jest punktem stalym, obraz X
pozostaje na o2, a zatem nie rusza sie.

Rys. 4. Jedli P, Q, R sa punktami
stalymi, stale sg wszystkie punkty
prostych PQ, QR, RP. Zatem prosta
przechodzaca przez X i przecinajgca dwie
z tych prostych ma dwa punkty stale, stad
stale sg wszystkie jej punkty, a wiec i X.

Rzut butem, czyli twierdzenie Chaslesa
Marek KORDOS

Niedawno podczas rozmowy z kolegami — mtodymi matematykami i fizykami —
zorientowalem sig, ze dla nich informacja o tym, jak wygladaja wszystkie
mozliwe ruchy obiektu materialnego w trojwymiarowej przestrzeni, jest
zaskakujaca. Chodzi o nastepujacy obrazowy opis.

Zdjgtem z nogi but i cisnglem nim byle jak, po czym on upadl byle gdzie v jako$
tam lezy. Istnieje ruch po linii Srubowej, za pomocq ktorego mozna kulturalnie
przenie$c ten but z obecnego potozenia na mojg noge.

Wyrazajac sie zargonowo (czyli fachowo), mozna powyzsza anegdote wyrazié
zdaniem

kazda niezmieniajgca orientacyi izometria przestrzeni trojwymiarowej jest ruchem
srubowym, czyli zlozeniem obrotu z przesunieciem rownoleglym do jego osi.

Jest to fragment twierdzenia Michela Chaslesa (czyt. Szala), w ktérym
sklasyfikowal on wszelkie izometrie (czyli przeksztalcenia niezmieniajace
odleglosci) na plaszczyznie i w przestrzeni.

Stowo ,orientacja” uzyte wyzej tlumaczy, dlaczego w anegdotce rzucalem butem
— zaden rzut nie zmieni buta prawego na lewy ani lewego na prawy.

Zamiast ubolewaé¢ nad niedwiadomo$cia mlodego pokolenia, przyjrzyjmy sie
temu twierdzeniu.

Oto pelne brzmienie twierdzenia Chaslesa dla plaszczyzny.

Kazda izometria plaszczyzny jest przesunieciem, obrotem lub symetrig
z poslizgiem (czyli zlozeniem symetrii osiowej z przesunieciem réwnolegltym do jej
osi). Orientacje zachowujg pierwsze dwa z tych przeksztatcer.

Dla przestrzeni wyglada ono tak.

Kazda izometria przestrzeni to ruch $rubowy, symetria z poslizgiem (czyli
zlozenie symetrii ptaszczyznowej z przesunieciem o wektor rownoleglty do tej
plaszezyzny) lub symetria obrotowa (czyli zltozenie symetrii plaszczyznowej
z obrotem wzgledem prostej prostopadlej do tej plaszczyzny).

W obu tych twierdzeniach, obok przesunie¢ i obrotéw, wystepuja raczej
egzotyczne dla ogétu nazwy — czemu Chasles zwrécil uwage akurat na takie
przeksztalcenia? Odpowiedz jest zaskakujaco prosta: w kazdym z nich kolejno$é
wykonywania ich sktadowych przeksztalcen nie ma wpltywu na wynik, czyli ich
sktadanie jest przemienne. Obojetne jest, czy majac w przestrzeni obrot
wzgledem prostej i przesunigcie o wektor réwnolegty do tej prostej, najpierw
wykonamy obrét, a potem przesuniecie, czy tez najpierw przesuniecie, a potem
obrét. Podobnie jest w pozostatych przypadkach. Jeszcze ciekawsze jest to, ze
sktadanie przesunieé, obrotéw i symetrii przemienne jest tylko w wymienionych
w twierdzeniach Chaslesa przypadkach. Latwo objaéni¢ to na obrazkach —

w przypadku symetrii z poslizgiem na ptaszczyznie demonstruja to rysunki 1 i 2.

Droga do dowodu twierdzenia Chaslesa wiedzie przez wykazanie, ze kazda
izometri¢ mozna uzyskac¢ przez zlozenie symetrii osiowych w przypadku
plaszczyzny czy plaszezyznowych w przypadku przestrzeni.

W tym celu przyjrzyjmy sie punktom stalym izometrii. Gdy izometria ma punkt
staly P, to zachowuje ona okregi o srodku w P w przypadku ptaszczyzny i sfery
o srodku w P w przypadku przestrzeni. Gdy staly jest jeszcze inny punkt @, to
w obu przypadkach wszystkie punkty prostej PQ sa stale (rys. 3). Gdy

na dodatek staly jest jeszcze pewien punkt R nielezacy na tej prostej, to state sa
wszystkie punkty plaszczyzny PQR (rys. 4).

Gdy mamy do czynienia z przestrzenia, sa jeszcze punkty poza ta plaszczyzng —
Czytelnik Sprawny w mgnieniu oka przystosuje rozumowanie z rysunku 4
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Rys. 7

do wykazania, ze gdy istnieje wsréd nich punkt staty, to stale sa wszystkie
punkty przestrzeni. Zatem

Jesli izometria ma trzy niewspélliniowe punkty stale na plaszczyznie (cztery
niewspolplaszczyznowe punkty stale w przestrzeni), to jest identycznoscig,

nazywa sie to malym twierdzeniem o sztywnosci. Ale jest i duze.

Jesli dwie izometrie pokrywajg sie na trzech niewspdétliniowych punktach

<
plaszcezyzny (czterech niewspolplaszczyznowych punktach przestrzeni), to sq
jednakowe.

Istotnie, jesli te izometrie to ¢ i v, to izometria ¥~ 1y jest w mysl matego
twierdzenia o sztywnosci identycznoscia, mamy wiec

P lo =id, zatem Yo =1, czyli @ =1
Kolejny krok to twierdzenie o rozkltadzie.

Kazda izometria moze byc przedstawiona jako zlozZenie co najwyzej trzech
symetrii osiowych w przypadku plaszczyzny (czterech symetrii plaszezyznowych
w przypadku przestrzent).

Oto recepta na ich znalezienie. Zajmijmy sie plaszczyzna. W mys$l twierdzenia
o sztywnoéci wystarczy pokazaé zlozenie trzech symetrii, ktére nalozy dane dwa
tréjkaty przystajace, nazwijmy je A1 As Az i By BoBs. Przepis jest nastepujacy.

Jesli A1 # By, wykonaj symetrie trojkgta Ay AsAs wzgledem symetralnej odcinka
A1 By; otrzymasz tréjkat By A Af.

Jedli teraz Al # Ba, wykonaj symetrie tréjkata By AL A% wzgledem symetralnej
odcinka AYBs; otrzymasz trojkqt By Ba AY.

Jesli jeszcze A4 # Bs, wykonaj symetrie tréjkqta B1Bo Ay wzgledem symetralnej
odcinka A4 Bs.

(Czytelnik Zinformatyzowany oczywiscie w mgnieniu oka zamieni ten przepis
na kréciutki pseudokod.)

Dzialanie tego przepisu w przypadku, gdy az trzy razy trzeba zastosowaé
symetrie, przedstawia rysunek 5. To, nad czym trzeba chwile si¢ zastanowié¢, to
fakt, ze kolejna symetria nie ,rozkleja” juz natozonych punktéw — gwarantuje to
zalozone przystawanie trojkatow.

Kazdy Czytelnik, ktéry doczytal do tego miejsca, bez trudu poradzi sobie
z podaniem analogicznego przepisu dla przestrzeni (przypominam, ze symetralna
odcinka w przestrzeni jest plaszczyzna).

Warto zwrécié uwage na bezposrednie wnioski z twierdzen o sztywnosci, jakie

w szczegllnych przypadkach wzmacniajg twierdzenie o rozkltadzie. Jesli

np. izometria ptaszczyzny ma punkt staly, to zawsze da sie roztozyé¢ na

co najwyzej dwie symetrie, a gdy ma dwa punkty stale, to jest symetria lub
identycznoscia. Podobnie jest w przypadku izometrii przestrzeni — gdy wiemy, ze
sg punkty stale, liczba niezbednych symetrii do jej uzyskania zmniejsza sie.

Przypomnijmy teraz sobie (bo przeciez wszyscy to wiedza lub wiedzieli), ze
ztozenie dwoch symetrii wzgledem przecinajacych sie prostych na plaszczyznie
(plaszczyzn w przestrzeni) to obrét o kat dwukrotnie wigkszy niz miedzy nimi
(rys. 6). Podobnie, zlozenie dwich symetrii wzgledem prostych réwnolegtych
na plaszczyznie (plaszczyzn réwnoleglych w przestrzeni) jest przesunieciem

o wektor dwukrotnie wigkszy niz miedzy nimi (rys. 7).

Pozwala to na stwierdzenie, ze zlozenie symetrii wzgledem trzech prostych

na plaszczyznie jest zawsze symetria z poslizgiem. Rozpatrzmy przypadek
szczegblny: sktadamy symetrie wzgledem prostych k, [, m, przy czym [ i m maja
punkt wspélny P, przez ktéry prosta k nie przechodzi. Wtedy zastepujemy
proste [ i m tworzgcymi ten sam kat prostymi I’ i m’ przechodzacymi przez P,
przy czym I’ jest prostopadla do k. Jesli chodzi o przeksztalcenie, to nic sie

nie zmienito, bo S,/ Sy jest tym samym obrotem co S,,5;, a wiec

SmSi1Sk = Sy Sir Sk
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Rys. 8

k1

Rys. 9

ko

Oznaczmy punkt przeciecia prostopadtych prostych k i I’ przez Q. Teraz
zastapimy te proste przez inne przechodzace przez () proste prostopadle k' i 1",
takie, ze k' jest prostopadia do m/. I znéw mamy (rys. 8)

SmS1Sk = Sy Sy Sk = S Sy St

czyli nasze przeksztalcenie okazalo si¢ zlozeniem symetrii wzgledem k'
i przesunigciem o podwojony wektor taczacy prostopadle I” i m’, czyli symetrig
z podlizgiem.

Czytelnik Nieufny moze teraz powtorzyé¢ podobne operacje w innych mozliwych
przypadkach polozenia trzech prostych na ptaszczyznie. No i oczywiscie natknie
sie na sytuacje, w ktérych jest to niemozliwe — mianowicie wtedy, gdy trzy osie
symetrii maja wspélny kierunek albo tez wspélny punkt. Na szczescie sytuacje te
reguluje twierdzenie o redukcji.

Na plaszczyznie zlozenie symetrii wzgledem trzech prostych magjgcych wspdlny
punkt (lub kierunek) mozna zastgpié jedng symetrig wzgledem prostej réwniez
przechodzqcq przez ten punkt (majgcq ten kierunek).

W przestrzeni ztozZenie symetrii wzgledem trzech plaszczyzn magjgcych wspolng
prostq (lub parami réwnoleglych) mozna zastgpic jedng symetrig wzgledem
plaszezyzny réwniez przechodzqgcej przez te prostg (réwnolegle do nich).

WeZmy bowiem pod uwage trzy proste k1, ka, k3 na plaszczyznie (plaszczyzny
71, T, T3 W przestrzeni) majace wspélny punkt P (wspdlna prosta p). Jesli kat
od ki do ke jest réwny «, to zastepujaca je prosta (plaszczyzng) jest taka
prosta k4 (plaszczyzna m4) przechodzaca przez P (p), ze kat od k3 do k4 (od 73
do my) jest réwny —a (rys. 9). Woéwcezas Sk, Sky Sk, Sk, jest obrotem o kat

a+ (—a) =0, czyli jest identyczno$cia. A wiec mamy

Sk45k35k25k1 = id, zatem Sk4S]€4Sk3SkQSk1 = Sk4> czyli Skgskgskl = Sk4

i tak samo bedzie dla ptaszczyzn.

Zupelnie analogicznie postepujemy w przypadku, gdy proste (plaszczyzny) sa

réwnolegte: gdy wektor laczacy prostopadle ky i ko (czy 71 1 m2) to v, jako ky

bierzemy taka prosta (plaszczyzne my4) réwnolegla do danych, ktéra z ks (z 73)
taczy wektor —v.

A wiec w przypadku plaszczyzny ze zlozenia trzech symetrii otrzymujemy
zawsze symetrie z poslizgiem — by¢ moze zerowym.

Gdy chcemy stwierdzi¢ jednak, jak wygladaja izometrie powstale ze zlozenia
symetrii wzgledem trzech plaszczyzn niespeliajacych zatozen twierdzenia
o redukcji, sytuacja nie jest juz tak bezproblemowa.

Jak wiadomo (czy na pewno wiadomo?), dowolne trzy plaszczyzny maja wspdlny
punkt lub wspdélng plaszczyzne prostopadla.

Ten drugi przypadek jest powtdrzeniem sytuacji z plaszczyzny (tak, jak bySmy
patrzyli prostopadle do tej wspdlnej prostopadlej). Tak wiec symetrie
z poslizgiem w przestrzeni mamy zatatwione.

Pozostaje zbadaé, co si¢ dzieje, gdy sktadamy trzy symetrie wzgledem plaszczyzn
majacych punkt wspdlny O — nazwijmy wynik tego ztozenia x. Dogodnym
chwytem jest tu zlozenie x z symetria wzgledem O, oznaczmy ja w. Symetria
wzgledem punktu w przestrzeni to zlozenie trzech symetrii ptaszczyznowych
wzgledem plaszczyzn prostopadlych (w ukladzie wspélrzednych byloby to

(z,y, z) = (—zx, —y, —z)). Otrzymujemy zatem zlozenie szeSciu symetrii
plaszczyznowych, co wobec uwag po twierdzeniu o rozkladzie (jest punkt staly!)
oznacza, iz jest to obrét wzgledem jakiej$ prostej przez O — oznaczmy ja t, a sam
obrét przez 7 (istotnie, zlozenie szedciu symetrii da sie przedstawié¢ jako zlozenie
czterech, a punkt staly zmniejsza to do trzech; z kolei fakt, ze sze$é¢ symetrii
plaszczyznowych nie zmienia orientacji, zmniejsza trzy do dwoch). Mamy wiec
wx =T, a wige x = w T = wr, gdyz symetria wzgledem punktu jest (jak
wszystkie symetrie) inwolucja, czyli jest odwrotna sama do siebie.
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Trzy symetrie sktadajace si¢ na w mozemy dobraé¢ tak, by dwie z nich byty
symetriami wzgledem dowolnych ptaszczyzn prostopadlych przechodzacych
przez t — trzecia wobec tego bedzie do ¢ prostopadta. Korzystajac z tych
oznaczen, mamy dwa obroty wzgledem ¢: jeden z nich to 7, a drugi to symetria
0 osi t — czyli w sumie jeden obrét o kat sumaryczny — oraz symetrie wzgledem
plaszczyzny prostopadtlej do t. Zatem x rzeczywiscie jest symetria obrotowa.

I w ten sposéb pozostalo nam juz tylko rozpatrzenie sytuacji, gdy izometria
przestrzeni jest zlozeniem czterech symetrii ptaszczyznowych i nie ma punktéw
statych.

W tym celu wezmy pod uwage jakasd izometrie ¢ niezmieniajaca orientacji i niech
ona przeprowadza pewien punkt A na A’ # A. Oznaczmy przez 4 symetralng AA’.
Przeksztalcenie Sr, ¢ zmienia orientacje i ma punkt staly (mianowicie A) — jest
zatem symetria obrotowa. Mamy wiec Sy, = pSx, , gdzie p jest obrotem (oznaczmy
jego o przez k), przy czym k L . Przedstawmy p jako zlozenie symetrii wzgledem
zawierajacych k plaszczyzn ma i w3 — jest tu (jak zawsze przy obrotach) duza
dowolnoéé — niech wiec w3 bedzie prostopadla do w4 (oczywiscie mo L m L 73).

Mamy wiec Sq, = SrySroSny, €2yl © = Si,SngSnySay = (SuySns)(SrySry);
sa to — wobec m L w9 i w3 L my — dwie symetrie osiowe. Oznaczmy ich osie przez

[ im. Zatem ¢ = 5,, 5. Proste k i [ sg skosne — gdyby byly réwnolegte,

m 7

Rys. 10

s ¢ byloby przesunieciem, a wiec ztozeniem dwéch symetrii plaszczyznowych,
gdyby za$ sie przecinaly, istnialby punkt staty.

e Dowolne dwie proste skos$ne leza w pewnych plaszczyznach réwnoleglych —
przedstawmy wiec symetrie wzgledem [ i m w nastepujacy sposéb (patrz rys. 10):

S = SngSnss
6 Zauwazmy, ze wtedy réwniez plaszczyzny g i m7 sa prostopadle, zatem
¥ = Sﬂssﬂ'?‘sﬂ'ssﬂs = STFBS‘H'GSW7S7TS = (S‘IFSSWG)(Sﬂ7S7T5) =77,

[ gdzie ¥ to obrét o osi w5 N7y, a T to przesuniecie wzdtuz tej osi.

S = SpoSn i

76 || 7s-

Twierdzenie Chaslesa dla przestrzeni zostato tym samym udowodnione.

Warto wiedzieé, ze Chasles udowodnit réwniez twierdzenia klasyfikujace

podobienstwa na plaszczyznie i w przestrzeni. Ale moze o tym innym razem. ..

Czekanie na renesans

Wspbdtczesna fizyka teoretyczna przypomina troche archipelag
wysp poddany dziataniu zywiotéw, wynoszony w goére ruchami
tektonicznymi, ale réwnoczesnie niszczony bezlitosnym
smaganiem fal. CzeSci wewnetrzne wysp, niosace praktycznie
caloksztalt kultury materialnej tego ladu, nie doznaja przy tym
zadnego uszczerbku, mozna wrecz rzec, ze systematycznie sie
powigkszaja. Co innego z nabrzezem, ktére stale si¢ zmienia i to
w do$¢ nieprzewidywalny sposéb. Tu wynurzy sie przesmyk
miedzy dwiema wysepkami, gdzie indziej zas podmyty klif
malowniczo pograzy sie w odmetach. Przypadkowy turysta,
majacy natychmiastowy dostep do wszelkiego rodzaju
informacji i, paradoksalnie, przez to coraz bardziej
nieprzygotowany do poznawania obcych krain, moze tatwo
przedlozy¢ wrazenia dostarczane przez surowe pigkno
przybrzeznej kipieli nad zmudne przedzieranie si¢ przez
zawilosci ornamentyki miejscowych swiatyn, zwlaszcza gdy

do kazdego rodzaju rozrywek moze bez trudu wynajaé
kompetentnego przewodnika.

Fizycy zajmujacy sie popularyzacja staja nierzadko przed
dylematem, czy lepiej edukowaé wspbélobywateli, dostarczajac
im solidnej porcji ugruntowanej wiedzy, czy tez zaciekawiaé
ich, ukazujac burzliwe dyskusje toczace si¢ na froncie badan,
gdzie nauka znajduje si¢ in statu nascendi, a ugruntowana
wiedza wytoni sie dopiero z piany idei Smialtych i szalonych.
Wtasnie te druga droge obral w swej najnowszej ttumaczonej
na jezyk polski ksiazce Lee Smolin.
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Autor rozpoczyna swe rozwazania od stwierdzenia, ze
wszystkie wielkie teorie fizyczne — mechanika klasyczna,
mechanika kwantowa czy ogdlna teoria wzglednosci —

opisuja deterministyczna ewolucje uktadéw fizycznych.

Skoro za$ cala przyszto$é okreslona jest przez terazniejszosé,

a ta z kolei przez przeszto$é, to czy istnieje we wszechswiecie
jaka$ fizycznie istotna zmienno$é niebedaca tylko ztuda
wynikajaca z ludzkiego sposobu doswiadczania rzeczywistosci?
A w szczegblnym przypadku wszechswiata jako catosci

— czy wartosci opisujacych go parametréw sg wynikiem jakiejs
deterministycznej ,decyzji”? Dalej za$ skrzy si¢ szalefistwo

i Smiatos¢é pomystéw przywolywanych przez Smolina,

niestety, bez oczywistego kryterium wyboru. Pomystéw, ktérym
— w przeciwienstwie do innych, konkurencyjnych koncepcji

— czesto nie udato si¢ zainteresowaé wielu badaczy, czy wrecz
otworzy¢ nowe pola badan. Stan ten niezbyt mnie dziwi, bowiem
przy lekturze wcale obszernych fragmentéw ksiazki nie bytem
sie w stanie zgodzi¢ z niczym, co mialem przed oczami,

moze poza kolejnoscia numeracji stron. Byta to jednak niezgoda
radosna i inspirujaca, ksiazka Smolina jest bowiem $wietnie
napisana, bogata w informacje, wciggajaca i stymulujaca

— to bynajmniej nie ksigzka popularno-naukowa, raczej peten
zaru osobisty manifest. Czyta¢? Warto. Wierzy¢ Smolinowi,

ze tak wladnie wyglada fizyka? Na wlasng odpowiedzialnosé.

K. T

Lee Smolin, Czas odrodzony. Od kryzysu w fizyce do przyszlosci
wszechsSwiata, Prészynski Media, Warszawa 2015.



