Stara Delta

Normalne wypelnienie przestrzeni

szeScianami

Minimalne wypelnienie sze$cianami
(widziane z kierunku jednej z krawedzi)

P

Szescian jako czternastoscian

Cazternastos$cian archimedesowy

Wypelniajace przestrzen graniastostupy
archimedesowe (ten z prawej znany jest
w budownictwie drogowym jako

trylinka)

Wypelnianie przestrzeni Delta 2/2005

Problem wypetnienia przestrzeni bez luk jednakowymi wieloécianami okazuje si¢
wecale nie tak prosty, jak na pierwszy rzut oka mozna oczekiwaé. Spoérdd pieciu
wielo$cianéw platonskich tylko jeden nadaje sie do tego. Oczywiscie, jest to
szesScian. O tym, ze pozostale nie moga wypelnié przestrzeni, przekonaé sig
tatwo: wystarczy zauwazy¢, ze ich katy dwuscienne nie sktadaja sie w zadnej
liczbie na kat pelny.
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Wypekienie przestrzeni szeScianami moze by¢ zrealizowane na wiele sposobdw.
Najbardziej oczywisty z nich to taki, gdy w kazdym wierzchotku spotyka sie

8 szeScianéw. W tym wypelnieniu poszczegdlne wielosciany stykaja sie catymi
Scianami — wypelnienie o tej wlasnosci nazywa si¢ normalne.

Mozna jednak sze$ciany tak utozone poprzesuwaé w ten sposéb, by w zadnym
punkcie nie stykalo sie ich wiecej niz 4. Liczby tej nie mozna juz zmniejszy¢.
Henri Lebesgue zauwazy! w 1911 roku (a potem udowodnil), ze w kazdym
wypelnieniu przestrzeni (juz niekoniecznie jednakowymi) wieloScianami beda
punkty, gdzie styka¢ si¢ ich bedzie co najmniej 4. Przyjeto to nawet za jedna

z wersji definicji wymiaru: jesli jakas$ przestrzen mozna wypelnié tak, ze sa
punkty, w ktérych styka sie (n + 1) wypelniajacych obiektéw i nie ma punktéw,
w ktérych styka sie ich wiecej, to ma ona wymiar co najwyzej n. Zatem to nowe
wypelnienie szeScianami realizuje minimum takiego n dla naszej przestrzeni,
ktéra jest tréjwymiarowa. Wypelnienie realizujace minimum n nazywa sie,
oczywiscie, minimalne.

Mamy wiec dla szescianu wypelnienie normalne, mamy tez wypelnienie
minimalne, ale nie mamy wypelnienia, ktore mialoby réwnoczeénie obie te
wlasnodci. Powstaje pytanie, czy istnieje wielo$cian wypelniajacy przestrzen
i majacy obie te wlasnosci.

Piekna droge do znalezienia pozytywnej odpowiedzi na to pytanie wskazat

Hugo Steinhaus. Radzi on mianowicie, aby zaobserwowaé §lady, jakie na kazdym
szedcianie wypelnienia minimalnego zostawia krawedzie sasiednich szeScianéw.
Widzimy, ze sa to prostokaty, z ktérych 8 ma jednak po szes$¢ $ladéw
wierzchotkéw sasiednich szeSciandéw. Mozna by je wigc traktowaé jak szesciokaty.
Przy takim podej$ciu nasz szedcian ma wiec 8 Scian szesciokatnych

i 6 czworokatnych, czyli jest czternastoScianem. I nasuwa si¢ pytanie, czy takiej
bryly nie mozna zdeformowaé tak (nie zmieniajac liczby obu rodzajéw écian), by
wszystkie one staly sie foremne.

Okazuje sie, ze jest to wykonalne, a otrzymany wielo$cian to czternastoscian
archimedesowy (wieloéciany archimedesowe maja wszystkie $ciany foremne

i jednakowe naroza). Mozna go inaczej otrzymaé, obcinajac oSmioécianowi
foremnemu naroza do % dlugosci krawedzi. Okazuje sie wiec, ze istnieje
wielo$cian archimedesowy realizujacy wypelnienie réwnoczesnie normalne

i minimalne. Mozna udowodnié, ze jest on — wsréd wielo$cianéw majacych Sciany
foremne — jedyny.

Jakie jeszcze wielosciany archimedesowe moga wypelni¢ przestrzen? Tylko
graniastostupy o podstawach tréjkatnych lub sze$ciokatnych (takze
czworokatnych, ale to sa juz wymienione szeSciany). Wystarczy wypelnié
plaszczyzne ich podstawami, by otrzymaé warstwy w sposob oczywisty
wypelniajace przestrzen.
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