Kacik przestrzenny (19):

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

)
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Plaszczyzny przecinajgce sie w punkcie

W tym kaciku przyjrzymy si¢ metodom rozwiazywania zadan o przecinaniu sie
plaszczyzn. Jedna z nich jest wskazanie punktu przeciecia i udowodnienie, ze
nalezy do kazdej z rozwazanych ptaszczyzn.

1. (Zwardon 2002) Punkt P lezy wewngtrz czworoécianu ABCD. Przez kazdg
krawed? tego czworoscianu prowadzimy plaszczyzne rownoleglq do prostej lgczgceej
punkt P ze $rodkiem przeciwleglej krawedzi (rys. 1). Wykazaé, ze istnieje punkt
wspolny otrzymanych szesciu plaszczyzn.

Rozwigzanie. Wykazemy, ze obraz symetryczny P’ punktu P wzgledem érodka
ciezko$ci G danego czworoscianu nalezy do kazdej z szesciu rozwazanych
plaszczyzn. Wystarczy, ze udowodnimy, iz punkt P’ nalezy do plaszczyzny m
przechodzacej przez punkty A i B oraz réwnoleglej do prostej taczacej punkt P
ze Srodkiem krawedzi C'D.

Niech M i N beda $rodkami krawedzi AB i CD (rys. 2). Punkt G jest srodkiem
odcinka M N, a wigc czworokat M P’ N P jest réwnoleglobokiem. Zatem proste
MP' i PN sa réwnolegle. Skoro punkt M lezy w plaszczyZnie m, to prosta M P’
takze. To dowodzi, ze punkt P’ nalezy do plaszczyzny .

Jednym z klasycznych chwytéw dowodzenia wspoétpekowosci trzech prostych
na plaszczyznie jest twierdzenie Cevy. Okazuje sie, ze ma ono swoj odpowiednik
w przestrzeni.

Twierdzenie Cevy. Dany jest czworoscian ABCD i punkty A', B',C", D’
lezgce odpowiednio wewngtrz krawedzi AB, BC,CD, DA (rys. 3). Wowczas
plaszczyzny ABC', BCD',CDA’', DAB’ przecinajq sie w jednym punkcie wtedy
i tylko wtedy, gdy

AA" BB’ CC' DD’

A'B BC C'D DA
Dowad. Zalézmy najpierw, ze dane plaszczyzny maja punkt wspélny P.
Poniewaz prosta A’C’ jest czeScia wspdlng plaszczyzn ABC' i CDA’, za$ prosta
B'D’ jest czescia wspdlna plaszezyzn BCD' i ADB’, wigc punkt P nalezy do
obu tych prostych (rys. 4). To dowodzi, ze punkty A’, B, C’, D’ leza na jednej
plaszczyznie 7.

Niech Ay, By, Cy, Dy beda rzutami prostokatnymi punktéw A, B, C, D
na plaszczyzne 7 (rys. 5). Punkty Ag, A’ i By sa wspdlliniowe, co na mocy
twierdzenia Talesa prowadzi do réwnoéci

AAT AAp

A'B BBy’

Analogicznie dowodzimy, ze
BB' BBy cc' CCy DD’ DDy
B'C  CC,” C'D DD, DA AAy’
Mnozac otrzymane stosunki, dostajemy teze.

Przyjmijmy teraz, ze
AA” BB CC' DD’
A'B B'C C'D DA~
Niech E bedzie punktem wspolnym odcinkéw AB’ i CA’, za$ P punktem
przeciecia plaszezyzny ABC’ z odcinkiem DE (rys. 6). Punkt P nalezy
do plaszczyzn ADB’, CDA’ i ABC'. Niech D}, bedzie punktem przeciecia
plaszczyzny BCP z krawedzia AD. Wtedy na mocy wezesniej udowodnionej
czesel twierdzenia dostajemy
AA" BB’ CC'" DDy
A'B B'C C'D DjA

1.

W takim razie
DD’ DDy
D'A~ DA
Stad wniosek, ze D’ = Dy, co konczy dowdd twierdzenia.
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Rys. 5

Rys. 6

Na koniec podajemy kilka zadan dla Czytelnikdw.

2. (Zwardon 2002) Przez Srodek kazdej krawedzi czworo$cianu prowadzimy
plaszczyzne prostopadle do przeciwleglej krawedzi. Wykazaé, Ze istnieje
punkt wspdlny otrzymanych szesciu plaszczyzn (punkt ten nazywa sie
punktem Monge’a).

3. Spodki wysokosci pewnego czworoscianu sg rézne od ortocentréow scian, do ktorych
zostaly poprowadzone. Wykazac, Ze plaszczyzny zawierajgce te wysokosci i ortocentra
scian, do ktorych zostaly poprowadzone, przecinajg sie w jednym punkcie.

4. Dany jest czworo$cian ABCD. Odcinki AN i CM sq dwusiecznymi

w trojkgcie ABC, odcinek BK jest dwusieczng w trojkgcie BCD, zas odcinek BL
jest dwusieczng w trojkgcie ABD. Wykazaé, Ze istnieje punkt wspolny plaszczyzn
ABK,BCL,ACM,ADN.

5. Twierdzenie Cevy (wersja trygonometryczna). Dany jest czworoscian
A1 As A3 Ay i punkty Bigiyyy leZgce na krawedziach A;y2A;y3 dlai=1,2,3,4
(przygmujemy, Ze Apya = Ag). Kazda z plaszczyzn A;Aip1Biiy1) tworzy
z plaszezyzng Ai—1 AjAip1 kat dwusScienny o mierze oy, zas z plaszczyzng
AijAip1Aiyo kgt dwuscienny o mierze ;. Wykazaé, ze plaszczyzny A;Aiv1Biiyr)
dla i =1,2,3,4 majg wspolny punkt wtedy i tylko wtedy, gdy

sina; sinap sinaz sinay

sin (1 . sin fo . sin O3 . sinfBy
6. Punkt P lezy wewngtrz czworoscianu A1 As AsAy. Wykazaé, Ze plaszczyzny
symetryczne do plaszczyzn A; A1 P wzgledem plaszczyzn dwusiecznych
kgtow dwusciennych przy krawedziach A; A;+1 dla i = 1,2,3,4 przecinajg sie
w jednym punkcie.

Michalt KIEZA

I
A
Rys. 1
h
ha
hy
Rys. 2

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1399. Dany jest trapez ABC'D. Ramiona AD i BC przecinaja sie

w punkcie E i sa $rednicami okregdw stycznych zewnetrznie w punkcie I (rys. 1).
Udowodni¢, ze I lezy na dwusiecznej kata AEB.

Rozwiazanie na str. 6

M 1400. Dana jest liczba pierwsza p > 3, taka, ze p 4 2 tez jest pierwsza.

Na tablicy napisano liczby 1,2,...,p. W kazdym kroku wybieramy jedna z nich,
powiedzmy k, po czym zmazujemy wszystkie dzielniki liczby & + p. Udowodnié,
ze w ten sposéb nigdy nie zmazemy wszystkich liczb napisanych na tablicy.
Rozwiazanie na str. 2

M 1401. Udowodnié, ze dla «, 8 € (0,7/2) prawdziwa jest nieréwnosé
1/cosa+ 1/cos B > 2+/tga + tg (.

Kiedy zachodzi réwnoséé?
Rozwiazanie na str. 22

Przygotowali Andrzej MAJHOFER i Michat NAWROCKI

F 841. Woda wyplywa ze zbiornika przez dwa lezace jeden nad drugim otwory,
jak to przedstawiono na rysunku 2. Jeden otwér znajduje sie na wysokosci

h1 = 20 cm, a drugi na wysokosci hy = 50 cm powyzej podstawy zbiornika.
Strugi wody wyplywajacej ze zbiornika przez te otwory trafiaja w to samo
miejsce na wysokosci podstawy. Ile wynosi poziom wody w zbiorniku?
Rozwiazanie na str. 10

F 842. Im wieksza jest energia kinetyczna pocisku w chwili uderzenia w cel,

tym wieksza jest ,skuteczno$é¢ strzalu”. Czy przy tym samym ladunku materiatu
wybuchowego naboju (tej samej energii poczatkowej pocisku) ,skutecznosé
strzalu” roénie z masa pocisku, czy maleje? Przyjmujemy, ze predko$é¢ pocisku
jest podczas calego lotu mniejsza od predkosci dzwigku.

Rozwiazanie na str. 17
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