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Najmocniejsze twierdzenie stereometrii

Rozpocznijmy od sformulowania tytulowego twierdzenia (latwy dowdd
pozostawiamy Czytelnikowi).

Twierdzenie 1. Dana jest sfera o oraz takie punkty A i B, Ze prosta AB jest
rozlgczna ze sferg o. Prowadzimy dwie plaszczyzny przechodzgce przez punkty
A i B styczne do sfery o w punktach P i Q (vys. 1). Wéwczas

a) AP = AQ,
b) tréjkgty APB i AQB sq przystajgce.

7 czesci a) otrzymujemy, ze jesli do dwoch danych sfer poprowadzimy dwie
wspolne styczne zewnetrzne, to odcinki laczace punkty stycznosci zawarte
w tych stycznych beda réwnej dlugosci (dlaczego?).

Okazuje sie, ze te proste fakty moga prowadzi¢ do bardzo ciekawych
i niebanalnych wnioskow. Przyjrzyjmy sie kilku przyktadom.

1. (IMO LONGLIST ’85) Sfera wpisana w czworo$cian ABCD jest
styczna do $cian ABC i BC'D odpowiednio w punktach P i Q. Dowiesé, ze
JAPB =xCQ@D.

Rozwigzanie. Niech R i .S beda punktami stycznosci sfery wpisanej odpowiednio

ze Scianami AC'D i ABD. Trojkaty utworzone przez pewna krawedz i punkty

stycznosci sfery wpisanej z dwoma $cianami zawierajacymi te krawedz sg

przystajace. Wygodnie jest teraz wszystko rysowaé na siatce (rys. 2). Oznaczmy:
LAPB = 4ASB = a, IBPC =4BQC =, <LAPC =<JIARC =,
<CQD = <CRD =d/, <ARD=<4ASD =0, <BQD=<BSD =+

Otrzymujemy

B4+~ +a =360°, ~v+o +6 =360°, a+p ++9 =360°, a+3+v=360°.

Dodajac stronami pierwsze trzy rownosci i uwzgledniajac czwarta, dostajemy

o+ B+~ =360°.
Stad i z trzeciej réwnosci dostajemy o = /. Zatem <APB = <CQD.

Warto zapamieta¢ ten fakt, bo na pierwszy rzut oka jest dosé¢ zaskakujacy
(i, niestety, malo znany), a przydaje sie w wielu miejscach. Czytelnikom
pozostawiamy dowdd, ze analogiczna wlasnos¢ zachodzi réwniez dla sfery
dopisanej, jak i w przypadkach, gdy jeden lub dwa wierzcholki uciekna do
nieskonczono$ci.

2. (OM 54-111-5) Sfera wpisana w czworoscian ABCD jest styczna do Sciany
ABC w punkcie H, a sfera dopisana do tego czworo$cianu jest styczna do $ciany
ABC w punkcie O. Dowiesé, zZe jezeli O jest srodkiem okregu opisanego na
trajkgcie ABC, to H jest punktem przeciecia wysokosci tego trdjkgta.

Siegajac do broszurki z tej olimpiady, widzimy, ze zadanie to rozwiazaly zaledwie
3 osoby, jedna w polowie, a az 122 prace zostaly ocenione na 0 punktow!
Jednakze zadanie to, jak za chwile zobaczymy, jest bardzo tatwe — wystarczy
zauwazy¢ kilka par tréjkatéw przystajacych i porachowaé troszke na katach.

Rozwigzanie. Niech K 1 L beda punktami stycznoéci sfery wpisanej

w czworoScian ABC D odpowiednio ze écianami ACD i BCD, a P i @Q punktami
stycznoéci sfery dopisanej odpowiednio z plaszczyznami ACD i1 BC'D. Wéwczas
trojkaty KCP 1 LCQ sa przystajace (rys. 3). Oznaczmy miary katéow tréjkata
ABC przy wierzchotkach A, B, C' odpowiednio przez «, (3,. Tréjkaty BQC

i BOC sa przystajace, skad wynika, ze < BCQ = <BCO = 90° — « (rys. 4).
Analogicznie < ACP = 90° — 3. Niech < BCL = ¢. Wtedy SACK = ¢+ ( — «
(bo xPCK = xQCL). Jednakze ABCH = ABCL i AACH = AACK, wiec

N =4 ACB = ¥BCH + < ACH = <BCL + ¥ ACK =20+  —

(rys. ), skad ¢ = 90° — 3. Zatem CH L AB. Analogicznie dowodzimy, ze
BH 1 AC, a to oznacza, ze H jest punktem przeciecia wysokosci tréjkata ABC.
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suma

Rys. 5

Dlaczego wiec tak proste zadanie sieje takie spustoszenie na
finale? Czestym bledem wielu olimpijczykéw jest rysowanie
wszystkich rzeczy na jednym rysunku. Na powyzszym
przykladzie przekonaliSmy sie, jak duzo moze daé zrobienie

kilku rysunkéw i zaznaczenie na kazdym z nich jedynie pewnych
elementéw! By¢ moze brakuje tez wiary, ze do tego typu zadan
wystarczaja jedynie te prosciutkie fakty przytoczone na poczatku.
Pamietajcie: wiara czyni cudal

Zadania

3. (RUS 1986) Czworoscian ABXY jest opisany na sferze. Punkty
A i B sq ustalone, a punkty X 1Y poruszajq sie. Udowodnié, zZe

IAXB + <XBY + <BYA 4+ <YAX

jest stala.

4. (OM 57-111-5) Dany jest czworoscian ABCD, w ktédrym AB = CD. Sfera
wpisana w ten czworoscian jest styczna do $cian ABC i ABD odpowiednio

w punktach K i L. Dowiesé, ze jezeli punkty K i L sq $rodkami ciezkosci Scian
ABC i ABD, to czworo$cian ABCD jest foremny.

Wiecej zadan i objasnienie skrotéw na internetowej stronie Delty.

Rozwigzania zadan lingwistycznych

Zadanie nr 1. Oto wyrazy, z ktérych tworzy si¢ liczebniki
w jezyku sulka:

e tgiang 1, lomin 2, korlotge 3, korlolo 4, ktiék 5, mhelom 20;
e hori orom — oznacza dodawanie, lo — podwojenie;
e a — 1. pojedyncza lub podwdjna, o — 1. mnoga (od 3).

Rzeczowniki maja te same formy w liczbie pojedynczej

i podwéjnej, natomiast inne w liczbie mnogiej (tu, sngu; vhoi,
vuo). Istnieja osobne wyrazy dla czworki kokoséw oraz dla pary
i czworki owocéw chlebowca (ngausmia, moulang, ngaitegaap).

Odpowiedzi:
(a) a ksie a tgiang: 1 kokos

o ngaitegaap a korlotge: 12 owocow chlebowca

o ngausmia a ktiék: 20 kokoséw

o vuo a lo ktiék hori orom a tgiang: 11 orzechéw betelu
(b) 2 pochrzyny: a lo tu a lomin

14 pochrzynéw: o sngu a lo ktiék hori orom a korlolo

15 owocéw chlebowca: o ngaitegaap a korlotge hori

orom a moulang hori orom a tgiang
20 orzechéw betelu: o vuo a mhelom

Zadanie nr 5. Zdania w nahuatl zaczynaja sie od
orzeczenia. Podmiot i dopelnienie (dopelnienia) niebedace
zaimkami wystepuja za nim w dowolnej kolejnosci,
poprzedzone wyrazem in (rodzajnik okreslony). Czasownik
otrzymuje kolejno nastepujace przedrostki:

e podmiot: ni- 1. os. L.p., ti- 2. os. L.p., — 3. os. L.p;;
e dopelnienie: néch- 1. os. L.p., mitz- 2. os. L.p., k- 3. os. Lp;
e kolejne dopelnienie: te- ‘kogos, komug’, tla- ‘co$’,
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przy czym w zdaniach zlozonych postaci ,,A powoduje, ze
B robi C.”, B traktowane jest jako dopelnienie (por. ang.
konstrukcje jak ,,He makes them do ..."),

oraz nastepujace przyrostki:

e ‘powodowad, ze ...
— przy czasowniku nieprzechodnim
(niedopuszczajacym dopelnienia): -tia
(z wydtuzeniem poprzedzajacego i),
— przy czasowniku przechodnim: -ltia;
e ‘robi¢ dla’: -lia (ze zmiang poprzedzajacego a w i).

Ta sama czynnosé¢ z dopelnieniem i bez czesto jest wyrazana
za pomoca réoznych czasownikéw.

Odpowiedzi:
(a) 18. tiktlazohtlaltia in zihuatl in kuauhxinki:
powodujesz, ze kobieta kocha ciesle;

powodujesz, ze ciesla kocha kobiete
nechtzahtzitia: on powoduje, ze krzycze
tikhuiteki: bijesz go
nikehuilia in kikatl in tizitl:
$piewam piesn dla znachora
nikneki in atolli: chce atole
mitztlakahualtia: on powoduje, ze co$ zostawiasz
on powoduje, ze robie atole:
néchchthualtia in atolli
robisz wino dla kogo$: tiktechihuilia in oktli
znachor powoduje, ze $pisz: mitzkochitia in tizitl
$piewam co$: nitlachua
przewracam sie: nihuetzi
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