Rys. 1

Rys. 5

Zadania 3, 4 i 5 pochodzg odpowiednio
z XXVIII, XXIV i LXIV Olimpiady
Matematycznej.

Katy tréjScienne Joanna JASZUNSKA

Jakie warunki spetnia¢ musza trzy katy ptlaskie, aby mozna bylo z nich zbudowaé
wypukly kqt trojscienny, czyli przestrzenne naroze o trzech krawedziach? Ot6z suma
kazdych dwoch katéw musi by¢ wieksza od trzeciego (podobnie jak odcinki, z ktorych
chcemy zbudowaé tréjkat, spelniaé musza nieréwnosé trojkata). Przyktadowo, figura
z rysunku 1 nie jest siatka czworod$cianu — wystarczy wyobrazié¢ sobie prébe zlozenia
tej niby-siatki, by dostrzec, ktore pary katow sa w sumie zbyt mate.

1. Czy rysunek 2 przedstawia siatke czworoscianu?

2. Czy istnieje czworoscian ABC D, w ktorym < ACB = X ADB = <CAD =
= XCBD =90° (rys. 3)7?

3. Udowodnij, ze w kazdym czworoscianie istnieje wierzchotek, przy ktéorym trzy
katy ptaskie sg ostre.

4. Wykaz, ze jezeli w czworo$cianie ABC'D mamy AB = CD, AC = BD,
AD = BC (rys. 4), to wszystkie $ciany czworoscianu sa tréjkatami ostrokatnymi.

5. Dany jest czworoscian ABCD, w ktérym AB = CD oraz
XBAD + < BCD = 180°. Udowodnij, ze < BAD > < ADC.

Rozwigzania

R1. Nie. Wystarczy spojrze¢ na dowolny wierzcholek: suma dwéch mniejszych
katéw przy nim réwna jest 90°, czyli trzeciemu katowi. OJ

R2. Nie. Katy ptaskie przy wierzchotku A spelniajg warunek < BAC' + < BAD >
> SCAD = 90°. Z kolei rozwazajac kat tréjScienny przy B oraz tréjkaty
prostokatne ABC i ABD, wnioskujemy, ze 90° = <CBD < < ABC + < ABD =

= (90° — < BAC) + (90° — < BAD), czyli < BAC + <BAD < 90° — sprzecznosé¢. O

R3. Suma wszystkich katéw plaskich czworoscianu réwna jest 4 - 180°, jako suma
katow czterech trojkatow. Wobec tego istnieje taki wierzchotek czworoscianu,
przy ktérym suma trzech katéw plaskich nie przekracza 180°, w przeciwnym razie
suma wszystkich katéw plaskich czworodcianu przekraczataby 4 - 180°.

Oznaczmy katy ptaskie przy tym wierzchotku przez a, 3,v. Wowczas a < 3 + 7,
wiec 2a < a+ B+ v < 180°, czyli a < 90°. Analogicznie 8 < 90° oraz v < 90°. O

RA4. Z danych réwnosci wynika, iz wszystkie $ciany rozwazanego czworoscianu sg
tréjkatami przystajagcymi. Oznaczmy katy $ciany ABC przez «, 3,; ich suma

to 180°. W kazdym wierzchotku czworoscianu schodza sie takie wlasnie trzy katy
plaskie. Stad o < 8+ 7, wiec 2a < a+ 4+ v = 180°, czyli @ < 90°. Analogicznie
B < 90° oraz v < 90°. O

R5. Obr6émy sciang BC'D danego czworoscianu wokot krawedzi BD tak, aby
znalazla si¢ w ptaszczyznie Sciany ABD, ale po przeciwnej stronie prostej BD
(rys. 5). Na uzyskanym w ten sposéb czworokacie ABC’'D mozna opisaé¢ okrag,
gdyz < BAD + <BC'D = < BAD + < BCD = 180°.

Analizujac katy wpisane w ten okrag, oparte na réwnych tukach, dostajemy
ILBAD = &« BAC' + < DAC’ = ¥BDC' + ${BDA = «BDC + <BDA > < ADC,
przy czym ostatnia nieréwnoéé otrzymujemy, rozwazajac kat trdjscienny przy
wierzchotku D czworoscianu. To konczy dowdd. O

Zadania domowe

6. Czy istnieje taki ostrostup czworokatny ABCDS o podstawie ABCD,
w ktérym < ASB =24 BSC, <« BSC = 2<CSD oraz <CSD =2 DSA?

7. Na rysunku 1 zmodyfikujmy ksztalty trojkatow tak, aby odpowiednie pary
odcinkéw, ktére maja sie sklei¢, nadal byty réwne oraz by przy kazdym wierzchotku
docelowego czworoscianu dowolne dwa katy ptaskie byty w sumie wieksze od trzeciego.
Czy te warunki wystarczaja, by otrzymaé siatke pewnego czworoscianu?

8. (a) Wykaz, ze istnieje czworoscian o kwadratowej siatce.
(b) Wykaz, ze istnieje czworos$cian o wszystkich $cianach prostokatnych.
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