Kacik przestrzenny (17): Punkt Fermata—Torricellego
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Tym razem opowiemy o punkcie Fermata—Torricellego w czworoscianie.
Definiujemy go przez analogie do przypadku tréjkata: jest to punkt F', ktéry
minimalizuje sume odleglosci od wierzcholkéw czworoécianu. Zauwazmy jednak,
ze lamana wyznaczona przez cztery odcinki taczace punkt F' z wierzchotkami
czworoscianu wceale nie musi by¢ najkrétsza siecia odcinkow taczacych

te wierzchotki (bardzo czesto krétsza sie¢ uzyskuje sie, biorac lamana

zlozona z pieciu odcinkéw, jak na rysunku 1). Okazuje sie, ze jesli miary
wszystkich katéw tréjsciennych przy wierzchotkach czworoscianu ABCD sa
muiejsze od 7, to punkt F lezy wewnatrz tego czworo$cianu (przez miare kata
tréjsciennego rozumiemy pole powierzchni czedci sfery jednostkowej o srodku
w wierzchotku tego kata wycietej przez ten kat). Przy tym zalozeniu punkt ten
ma szereg ciekawych wlasnosci, opisanych ponize;j.

Twierdzenie. Jesli punkt I lezgcy wewngtrz czworoscianu ABCD minimalizuje
sume¢ AF + BF + CF + DF, to

a) dwusieczne kgtow plaskich AFB i CFD pokrywajq sie
(tak samo dla par kgtéw BFC i AFD oraz AFC i BFD),
b) XAFB = <CFD, <BFC = <AFD i <AFC = <BFD,
c) jesli |)W| oznacza dlugosé wektora )W, to spelniona jest zaleinosé

FAFBFCTD
|FA|  |FB| |FC| |FD| '
d) cos XAFB + cos X BFC + cos {CFA = —1.

Zanim przejdziemy do dowodu twierdzenia, wprowadzmy pewien przydatny
obiekt.

Definicja. FElipsoidg obrotowg o ogniskach A i B nazywamy powierzchnie
powstala w wyniku obrotu wokot prostej AB pewnej elipsy o ogniskach A i B.

Whprost z definicji wynika nastepujaca wlasnosé: elipsoida obrotowa o ogniskach
A i B jest zbiorem wszystkich takich punktow X przestrzeni, ze AX + BX = a,
gdzie a > AB jest pewng ustalong liczbg rzeczywistg. Ponadto, jesli Y lezy
wewnatrz danej elipsoidy, to AY + BY < a, za$ je$li Y lezy na zewnatrz elipsoidy,
to AY + BY > a (latwo to udowodnié, korzystajac z nier6wnosci tréjkata).

Ponizszy fakt jest odpowiednikiem pewnej wlasnosci elipsy, opisanej np. w Delcie
2/2007 na stronie 1.

Fakt. Zalozmy, ze punkt P lezy na elipsoidzie o ogniskach A i B, za$ 7 jest
plaszezyzng styczng do tej elipsoidy w punkcie P. Niech { bedzie prostq
prostopadlg do plaszczyzny 7, przechodzqcg przez punkt P (rys. 2). Wtedy ¢ jest
dwusieczng kqta plaskiego APB.

Nietrudne uzasadnienie mozna znalez¢é analogicznie do przypadku elipsy, co
pozostawiamy Czytelnikom jako zadanie, a teraz przejdziemy do dowodu
gléwnego twierdzenia.

Dowdd twierdzenia. a) Rozwazmy elipsoide obrotowa &; o ogniskach A i B oraz
elipsoide obrotowa & o ogniskach C'i D przechodzace przez punkt F. Poniewaz
punkt F' minimalizuje sume AF + BF + CF + DF, to z wczesniejszych
obserwacji wnosimy, ze dane dwie elipsoidy nie moga mie¢ punktow wspolnych
wewnetrznych, a wiec musza by¢ styczne w punkcie F' (rys. 3). Niech 7w oznacza
wspolna plaszczyzne styczng do tych elipsoid w punkcie F', zas ¢ prosta
prostopadla do ptaszczyzny m, przechodzaca przez F'. Wowczas z przytoczonego
powyzej faktu wynika, ze prosta ta jest dwusieczng zaréwno kata plaskiego
AFB, jak i CFD. Identyczne rozumowanie przeprowadzimy dla par katéw
BFC i AFD oraz AFC i BFD.

b) Wybierzmy na pélprostych FA™, FB~, FC~ i FD~ odpowiednio takie
punkty Al, Bl, Cl i Dl, ze FA1 = FBl = FCl = FD1 =1 (I‘yS. 4) Punkt F
jest wigc srodkiem sfery opisanej na czworoscianie A; B1C1D;. Niech ponadto
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Teza zadania M 1385 oznacza, ze jesli
podane réwnanie diofantyczne ma
rozwiazanie, to m nie moze by¢ zbyt duze.
Do dzi$ pozostaje otwartym problemem
hipoteza Erdésa, ze to rownanie nie ma
rozwiazan (zob. réwniez zadanie M 1374,
Delta 1(464)/2013).

prosta ¢, zdefiniowana jak w czedci a), przecina odcinki A; By i C1 D1 odpowiednio
w punktach M i N. Skoro FA, = FB, i1 FCy = FDy, to M i N sa odpowiednio
$rodkami odcinkéw Ay By i C1D;. Zatem Srodek sfery opisanej na czworoscianie
A1 B1C1 D lezy na prostej laczacej $rodki odcinkéow A1 By i C1D1. W ten sam
spos6b uzasadniamy, ze lezy on na prostej taczacej srodki odcinkéw B1Cy i A1 Dy.
W takim razie musi pokrywaé sie ze srodkiem ciezkosci czworoscianu A B1Cy Dy,
a to oznacza, ze czworoScian ten jest réwnoscienny (korzystamy tu z twierdzenia
opisanego w Kaciku przestrzennym 12, w Delcie 4/2012). Stad wnioskujemy, ze

XAFB = A FBy =xC FDy = XCFD.

Analogicznie otrzymujemy pozostate réwnosci.

¢) Wykorzystujac zaleznosci

FA _sp FB g FC e FD o
F4 7 FB| U JF€l U FD|
widzimy, ze postulowang réwnos¢ mozemy przepisa¢ w postaci
(%) FA,+FB +FC, +FD,=0.
Jesli M i N sa srodkami odcinkéow A1 By i C1 D, to
erFTﬁ):QFT/[) oraz F—C{er:ZF—N.

Na koniec zauwazmy, ze skoro F' jest srodkiem ciezkosci czworoscianu
AlBlchl; to FI@ = 7FN .

d) Wystarczy wykorzysta¢ zaleznos$¢ (x) i wlasnosci iloczynu skalarnego (np.
cos L A1 F By = F Ay o FBy). Uzupelnienie szczegdléw pozostawiamy Czytelnikom.

Michal KIEZA

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1384. Dany jest czworokat wypukly ABCD, ktérego przekatne przecinaja
sie w punkcie P. Na przekatnej AC' dane sa jeszcze punkty @ i R, dzielace ja
wraz z P na cztery réwne czesci, tzn. AP = PQ = QR = RC. Na przekatnej DB
dane sg jeszcze punkty S i T, ktore wraz z P dziela ja na cztery réwne czesci,
tzn. DP = PS = ST = T'B. Obliczy¢ stosunek pél czworokatéw STRQ i ABCD.
Rozwiazanie na str. 6

M 1385. Udowodnié, ze istnieje liczba C' o nastepujacej wlasnosci: jesli
réwnanie 1% + ... 4+ (m — 1)¥ = m* ma rozwiazanie dla pewnych liczb
naturalnych k,m > 2, to m < C - 2%,

Rozwiazanie na str. 8

M 1386. Wielomian " + a,—32" > 4+ ap_az™ 4 + ... + ap ma wspoélczynniki
rzeczywiste a,_3, ..., ag nie wszystkie réwne 0. Udowodnié¢, Ze ma on mniej niz
n pierwiastkéw rzeczywistych.

Rozwiazanie na str. 7

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 831. Ksiezyc obiega Ziemi¢ i wraz z nig obiega tez Stonce. Czy istnieja

takie odcinki orbity Ksiezyca w jego ruchu wokot Stonca, w ktérych ,trojkat”
utworzony przez huk orbity i promienie wodzace laczace jego konce ze srodkiem
Stonica nie jest figura wypukta?

Rozwiazanie na str. 13

F 832. Jakie cidnienie dziala na zawor, ktérym gwaltownie zamknieto przeplyw
wody w rurze? Przed zamknieciem zaworu woda plynela z predkoscia wu.
Rozwiazanie na str. 6
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