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Rozwigzanie zadania M 1308.
Zauwazmy, ze dla x € [—2, 2]
mozemy napisaé x = 2 cos p.
Wtedy f(z) = 2cos 3¢ i ogblnie
fn(x) = 2cos3™p. To oznacza, ze
fn(z) =0dla xz = 2cos (2;“;})” .
Poniewaz funkcja cos jest malejaca
w przedziale (0, 7), wiec pierwiastki

otrzymane dla k = 0,1,...,3" — 1
beda rézne, a wigcej pierwiastkéw
frn mieé nie moze.

Wykorzystujac definicje antyréznicy, otrzymujemy wzor na sumowanie:

L, wktL
Gt = . k#£ -1
x Pl +c #*
Musimy jeszcze zastanowié sie, czy istnieje taka funkcja f(x), ze
1
A — =l = )
fla) =t = —
Latwo mozna si¢ zorientowad, ze jest nia
1 1 1
=1l4+-+-4+...+—-.
f(zx) + 5 + 3 +...+ o
Zatem lacznie mamy (z dokladnoscia do stalej)
I+5+...+1 dlam=-1

Wprowadziliémy pojecia potegi kroczacej i liczb Stirlinga IT rodzaju, ale jak
to polaczy¢ z obliczaniem sumy Zz;é k™7 Okazuje sie, ze przydatne jest
nastepujace twierdzenie

n
" = ZS(n,k)xﬁ, n € NU{0}.
k=0
Dowdd tego twierdzenia mozna przeprowadzi¢ indukcyjnie, opierajac sie na
wzorze rekurencyjnym na S(n, k).

Teraz juz obliczanie sumy poteg przebiega sprawnie. Oto przyklad: kolejno
obliczamy
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zt = Z S(4,m)z™ = 22 + 622 4 722 4 2L
m=0

I ostatecznie

n—1 n—1
D kY= (kR4 6k 4 ThE + kL) = Gjat + 66522 + 76522 + Sfat =
k=0 k=0
5 né TL§ ng TL5 714 n3 n
I T T S T Sk

Kacik przestrzenny (7)

Zejdzmy na ziemie

Czasami, gdy zbytnio bujamy w obtokach, styszymy od innych zejdz na ziemie! Kto
by pomyélal, ze ta zazwyczaj do$¢ nieprzyjemna uwaga moze by¢ niekiedy cenna
wskazéwka do zadan ze stereometrii. Zdarza sie bowiem, ze rozwiazujac problem
przestrzenny, nie wiemy, jak si¢ do niego zabra¢, natomiast widzimy, ze mozna
sformulowaé¢ analogiczne zadanie na plaszczyZnie. Czasem rozwiazanie takiego
zadania na plaszczyznie moze nam podpowiedzieé, co zrobi¢ w przestrzeni.

1. (OM 52-111-2) Dowie$é, ze suma odleglosci dowolnego punktu lezacego wewngtrz
czworoscianu foremnego o krawedzi 1 od jego wierzcholkéw jest nie wieksza niz 3.

Nietrudno zauwazy¢, ze wierzcholki realizuja maksimum, a intuicja podpowiada
nam, ze pewnie tylko one. Sprébujmy wiec sformutowac, a nastepnie rozwiazac,
analogiczne zadanie na plaszczyznie:

Dowiesé, ze suma odleglosci dowolnego punktu P lezgcego wewngtrz trojkgta

réownobocznego ABC' o boku a od jego wierzcholkow jest nie wicksza niz 2a.

Niech A’ i B’ beda punktami przeciecia prostej réwnoleglej do AB i przechodzace]

przez punkt P odpowiednio z bokami AC' 1 BC. Tréjkat A’ B’'C' jest réwnoboczny

i CP < A’B’. Ponadto stosujac nieréwno$¢ trojkata, dostaniemy AP < AA" + A'P

oraz BP < BB’ + B’'P. Dodajac te trzy nieréwnosci stronami, otrzymujemy
AP+ BP+CP < AA'+ AP+ BB + B'P+ A'B' = 2a.

Nietrudno tez przekonac sie, ze réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
punkt P jest jednym z wierzchotkéw trojkata ABC.

Przejdzmy do sytuacji trojwymiarowej. Przyjmijmy, ze P lezy wewnatrz
czworoscianu foremnego ABC'D o krawedzi 1. Wykorzystajmy nasza wiedze
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Rys. 2

Rys. 3

Cl

Rys. 4

o wersji plaskiej. Tym razem, zamiast prostej, poprowadzmy plaszczyzne réwnolegla
do ABC przechodzgcg przez punkt P i przecinajaca krawedzie AD, BD,CD
odpowiednio w punktach A’, B, C’. Podobnie jak w wersji plaskiej, czworoécian
A’'B'C'D jest foremny, wigc DP < A’B’. Znéw z nieréwnosci tréjkata otrzymamy
AP AA + AP, BP BB +B'P oraz CPLCC' +C'P,
wiec dostajemy
AP+ BP+CP+DP<AA + AP+ BB'+ B'P+CC'+ C'P+ A'B' =
=3-2A'B'+ AP+ B'P+C'P<3.
Ostatnia nieréwno$é wynika z zastosowania wersji ptaskiej dla tréjkata A’B’C".

W tym zadaniu rozwiazanie analogicznego problemu plaskiego nie tylko
podpowiedzialo nam, jak znalezé rozwiazanie wersji przestrzennej, ale nawet
okazatlo si¢ elementem dowodu.

2. (OM 60-I11-5) Sfera wpisana w czworoscian ABCD jest styczna do Scian
BCD,CDA, DAB, ABC' odpowiednio w punktach P,Q, R,S. Odcinek PT jest
Srednicg tej sfery, zas punkty A’,Q', R',S" sq punktami przeciecia prostych

AT, QT, RT, ST z plaszczyzng BC'D. Dowiesé, ze punkt A’ jest $rodkiem okrequ
opisanego na trdjkgcie Q'R'S’.

Zadanie na pierwszy rzut oka wyglada dos¢ przerazajaco. Ale to tylko pozory,
tak naprawde jest dosy¢ tatwe. Zeby mie¢ lepszy oglad, najpierw rozwiazmy
wersje ptaska:

Okrqgg wpisany w tréjkgt ABC' jest styczny do bokéw BC,CA, AB odpowiednio
w punktach P,Q, R. Odcinek PT jest $rednicg tego okrequ. Proste AT, QT, RT
przecinajq prostq BC' odpowiednio w punktach A, Q', R'. Wykazaé, ze A’ jest
§rodkiem odcinka Q'R’.

Rozwigzanie. Skoro PT jest $rednica, to styczna do okregu wpisanego

w punkcie T jest réwnolegla do BC'. Niech B’ i C" beda punktami przecigcia tej
stycznej z bokami AB 1 AC (rys. 3). Tréjkaty AB'C’ i ABC sa jednokladne,
skad natychmiast wynika, ze punkt A’ jest punktem stycznosci okregu
dopisanego z bokiem BC'. Z réwnolegtosci B'C’ i BC wynika tez, ze trojkaty
TC'Q i Q'CQ sa podobne, a skoro TC' = QC’, to CQ" = CQ. Niech Q1 bedzie
punktem stycznoéci okregu dopisanego, stycznego do BC', z prosta AC. W takim
razie A’C' = Q1C, a stad natychmiast wynika, ze

AQ =AC+C0Q =:1C+QC = Q0.

Analogicznie, oznaczajac przez Ry punkt stycznodci okregu dopisanego z bokiem
AB, udowodnimy, ze R’A’ = R1R. Ale QQQ; = RR; — dowdd jest wiec zakonczony.

Teraz rozwiazanie zadania w wersji przestrzennej nie powinno sprawi¢ juz
zadnych problemoéw.

Istotnie, prowadzac przez T plaszczyzne B'C’ D’ réwnolegla do BC' D, stwierdzamy,
ze punkt A’ jest punktem stycznosci sfery dopisanej do czworo$cianu ze $ciang BC'D.
Dla wygody i przejrzystosci rozumowania rozwazmy przekrdj czworo$cianu
ABCD oraz dwoch rozwazanych sfer plaszczyzna ATQ (rys. 4) — cala reszta
jest niepotrzebna, gdyz wersja plaska wyrobita nam pewne intuicje. Punkt Q4
stycznoéci sfery dopisanej z plaszczyzng ACD lezy na prostej AQ, nalezy wiec
do przekroju. Niech ponadto M i M’ beda odpowiednio punktami przeciecia
prostej AQ z prostg A’Q’ i prosta do niej réwnolegla przechodzaca przez punkt T'.
Postepujac analogicznie jak w wersji plaskiej, otrzymamy kolejno réwnosci:
MT=MQ, MQ=MQ, MA =MQ,
skad natychmiast wynika, ze Q' A’ = QQ1, czyli Q' A’ jest réwne dlugosci
odcinka stycznego do obu sfer. W ten sam sposéb dowodzimy, ze te wlasnosé
maja odcinki R"A" 1 S"A’.
Zadanie to jest kolejnym przykladem, jak duze znaczenie w zadaniach
przestrzennych ma czytelny rysunek zawierajacy tylko potrzebne rzeczy. A wersja
plaska pomogla nam zdecydowad, co tak naprawde jest potrzebne do rozwigzania.

Michat KIEZA
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