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Rys. 1. Nawet jesli narysujemy tylko
plaszczyzny ABQ, CDP, A1C1Dx,
B1C1 D1, to i tak rysunek jest bardzo
nieczytelny.

Rys. 2

Rys. 3

Jak wyj$¢ z dzungli?

Kazdy, kto byt w dzungli lub chociaz widziat ja w jakims$ filmie, wie, Ze poruszanie si¢
po niej jest, delikatnie méwiac, dosy¢ ucigzliwe. Stanowi to ogromny ktopot
szczegblnie wtedy, gdy ktos sie w niej zgubi i chce sie jakos wydostaé¢. Nie dosé, ze
nie wiadomo, w jakim kierunku i$¢, to w ogéle ciezko jest nam pokonywac przeszkody
(arozwiazania sitowe, takie jak maczeta, niewiele daja). Istnieje nastepujace zalecenie:
wystarczy znalezé strumien (co zreszta wcale nie musi by¢ tatwe), a potem liczy¢
na to, ze zaprowadzi nas on do wiekszej rzeki, a ta, by¢ moze, do morza.

Podobnie jest z zadaniem pochodzacym z finatu olimpiady rosyjskiej z 1994 roku —
oto ono:

Punkt H przeciecia wysokosci AA1, BB1, CC1, DD1 czworo$cianu ABCD lezy
wewnglrz tego czworo$cianu oraz jest Srodkiem sfery wpisanej w czworoScian
A1B1C1D1. Dowiesé, ze czworoscian ABCD jest foremny.

Rysunek do tego zadania jest potworng plataning kresek — zupetnie nic nie widac.
Moze sie wydawaé, ze znajdujemy sie w samym srodku dzungli. .. Okazuje sie
jednak, ze wystarczy uczynié jedno drobne spostrzezenie (czyli wypatrzeé strumien),
ktore zaprowadzi nas tatwo do celu. Zatem do dzielal

7Z poprzednich kacikow wiemy juz, ze warto zrobi¢ sobie kilka rysunkéw, na ktorych
beda tylko potrzebne nam kreski. No wtasnie, tylko co narysowac, a czego nie?
Wydaje sie, ze potrzebujemy stosunkowo duzo kresek (rys. 1) i wladciwie nie widaé,
jak wykorzysta¢ fakt, ze punkt H jest srodkiem sfery wpisanej w czworoscian
A1B1C1D1. Mozna tylko zobaczy¢, ze plaszczyzny wyznaczone przez dwie wysokosci
czworo$cianu ABC D sg ptaszczyznami dwusiecznymi odpowiednich katow
dwusciennych czworo$cianu A1 B1C1 D1, ale co zrobié¢ potem?

Prébujmy wiec dalej. Pamietamy rowniez, ze gdy nie wiemy, co zrobi¢ w przestrzeni, to
warto rozwigzaé¢ analogiczne zadanie na ptaszczyznie. No to rozwigzmy! Zaktadamy,
ze ortocentrum danego trojkata ostrokatnego jest srodkiem okregu wpisanego

w trojkat utworzony przez spodki jego wysokosci i wtedy. .. No wtasnie, niestety,
na plaszczyznie jest inaczej, bowiem zachodzi tatwe do udowodnienia

Twierdzenie 1. Punkt H przeciecia wysokosci AD, BE i CF dowolnego tréojkgta
ostrokgtnego jest Srodkiem okregu wpisanego w tréjkat DEF (rys. 2).

Tym razem nie uda si¢ nam ,zejscie na ziemi¢”. Zadanie wydaje si¢ niemozliwe
do rozwigzania. Ale przeciez nie ma rzeczy niemozliwych, sa tylko takie, ktorych
jeszcze nie potrafimy!

Mimo wszystko moze ten ptaski odpowiednik zadania do czegos nam sie przyda.
Przyjrzyjmy si¢ doktadniej plaszczyznie ABQ na rysunku 3. Wysokosci
czworo$cianu AA1, BB; oraz odcinek PQ sa wysokosciami tréjkata ostrokatnego
ABQ, a H jego ortocentrum. Korzystajac teraz z twierdzenia 1, wnosimy, ze

H jest érodkiem okregu wpisanego w trojkat A1 B1 P, czyli w szczegdlnosci

XA PH = <B1PH. Krawedz C1D; lezy w plaszczyznie CDP i przecina
odcinek PQ w punkcie T'. Intuicja podpowiada nam, ze, by¢ moze, zachodzi
rownosé X A1TH = < B1TH. Moze miary tych katoéw ptlaskich sg réwne miarom
odpowiednich katéw dwusciennych miedzy ptaszczyzna C'DP a plaszczyznami
A1C1 D1 i B1C1 D1 (ktérych réwnosé tatwo jest uzasadnié)? Niestety, w ogdlnej
sytuacji wcale nie musi tak by¢. Czyzby intuicja nas zawiodta? Otéz nie —
mozna znalezé uzasadnienie. Mianowicie, jesli ptaszczyzna C'DP jest ptaszczyzna
dwusieczna kata dwusciennego miedzy ptaszczyznami A1C1 D1 i B1C1Dq,

to plaszczyzny te sa symetryczne wzgledem C'DP. Ponadto z prostopadtosci
ptaszczyzn ABQ i CDP wynika, ze rowniez proste A1T 1 B1T sa symetryczne
wzgledem ptaszczyzny CDP. To za$ oznacza, ze X A1TH = <B1TH. W takim
razie trojkaty A1 PT i B1PT sa przystajace, skad wniosek, ze PA; = PBj.
Strumien zostal wiec znaleziony! Dalej bedzie juz z gorki.

Teraz w nietrudny sposéb mozna wykazaé, ze AQ = BQ (dow6d pozostawiamy
Czytelnikowi), a w takim razie tez AD = BD. Analogicznie dowodzimy, ze
dowolne dwie sasiednie krawedzie sa rowne, co konczy dowdd. Nie ma rzeczy
niemozliwych: kazde, nawet najbardziej skomplikowane zadanie da sie rozwiazad!
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