Kacik przestrzenny (10) Trzy rozwigzania pewnego zadania

W tym kaciku zajmiemy si¢ pewnym zadaniem o czworoscianie foremnym,
o ktérym, miedzy innymi, miatem okazje opowiadaé¢ na XLVI Szkole Matematyki
Pogladowej pod hastem Podejscie niestandardowe.

Dany jest czworo$cian foremny o krawedzi dlugo$ci a +b. Punkty P i Q leZg na
krawedziach AB 1 CD, przy czym AP = a, BP =b, CQ = a, DQ = b. Znalezé
dtugosc odcinka PQ.

Zadanie jest szkolne, a wigc zobaczmy, jak wyglada typowo szkolny sposéb
rozwiazywania.

Sposéb I — za pomoca twierdzenia Pitagorasa

Oznaczmy przez M i N érodki krawedzi AB i C'D. Odcinki CM i DM sa
wysokosciami tréjkatéw réwnobocznych ABC i ABD, a wiec ich dlugo$ci sa
rowne @(a +b). Tréjkat CM D jest wiec réwnoramienny, zatem jego Srodkowa
MN jest jednocze$nie jego wysokoscia i z twierdzenia Pitagorasa obliczymy,

ze MN = %(a +b). Jedli a = b, to wiemy juz, ze PQ = MN = ay/2. Dalej
przyjmijmy dla ustalenia uwagi, ze a > b. Trojkat M NQ jest prostokatny,

a skoro N@ = “T’b, to znow korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, obliczymy, ze
a—b)? b)?
(a=b?  (a+b?
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Plaszezyzna C' DM jest plaszczyzna symetralng odcinka AB, a wigc jest do niego
prostopadta. To samo dotyczy dowolnej prostej w niej zawartej, skad wniosek, ze
M@ 1L AB. Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata prostokatnego PM (@ dostajemy
—b)? a— b)? a+b)?
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Rys. 1

MQ?* =

PQ? = MP* + M@ =
skad PQ = Va? + b2.

Rachunki do$é¢ uciazliwe, ale wynik podejrzanie tadny... Sprobujmy wiec innego
podejscia. Doswiadczony uczestnik olimpiad, jak réwniez Czytelnik Uwazny,

b " spojrzalby na to w nastepujacy sposéb.

=a2+62,

Sposéb IT — za pomoca wpisania czworo$cianu foremnego w szeScian
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; ¢ Na czworo$cianie ABC D opiszmy sze$cian AC’BD'A’C B’ D. Dlugo$¢ jego
| krawedzi jest réwna “—"‘2}’ Niech Q' bedzie takim punktem na odcinku C’D’,
| /) ze Q'C" =ai QD' =b. Wtedy odcinek QQ’ jest prostopadly do podstawy
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| AC'BD’, a jego dlugosé jest réwna dlugosci krawedzi szeScianu, czyli “—\g’.
f ! Znowu, jesli a = b, to punkt Q' pokrywa si¢ z punktem P, a wiec odcinek
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—|- = Jp PQ pokrywa si¢ z QQ" - stad PQ = “—\;%b = a/2. W przeciwnym przypadku
trojkat PQ'Q jest prostokatny. Korzystajac np. z twierdzenia Talesa, mozemy
obliczy¢, ze PQ' = “—\/_gb. Stosujac teraz twierdzenie Pitagorasa dla trdjkata

PQ'Q, otrzymujemy
PQZ _ PQI2 + QQ/Q —
iznéw PQ = va? + b2,

Tym razem rachunki byly krétsze, ale nadal trzeba cos obliczyé¢, a poza tym
w obu rozwiazaniach obliczenia nie obejmujg przypadku a = b. Pokazemy wiec
sposob, ktory daje wynik natychmiast i bez rozpatrywania dwéch przypadkow.

(a=0? , (a+b?
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Sposéb IIT — za pomocs. ... chytrego, niestandardowego pomystu

Niech R bedzie takim punktem lezacym na krawedzi BC, ze BR=0b1iCR = a.
Trojkaty BPR i CQR sa réwnoboczne, a stad wynika, ze PR =01 QR = a.

7Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wnioskujemy, ze PR || AC

i QR || BD. Ale krawedzie AC' i BD czworo$cianu ABC'D sa prostopadle
(dlaczego?), skad wnioskujemy, ze tréjkat PRQ jest prostokatny. Twierdzenie
Rys. 3 Pitagorasa daje wiec wynik PQ = va? + b2.
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