t1+ 4 godz t1

kierunek dobowego ruchu gwiazd

Rys. b. Przyktad przyblizonej oceny
polozenia Ksiezyca w oparciu o jeden
bliski, jasny obiekt. Linig przerywana
narysowane sg okregi informujace

o wielkosSci btedu lokalizacji tarczy
Ksiezyca.

ostatecznie otrzymamy

1 1
(2) D = 2Rz cos psin (szAt> cos (wz (tg — §(t1 + t2)>) .

Podstawiajac obliczone ze wzordéw (1) i (2) wielkosci 7 oraz D do zaleznosci
r = D /7, uzyskujemy szukana odleglo$é do Ksiezyca.

Wzgledna dokladnosé wyznaczenia katow € i Ad bedzie tym wigksza, im dluzszy bedzie
odstep czasu At miedzy obserwacjami. Wzrostowi dokltadnosci sprzyjata bedzie réwniez
sytuacja, gdy Ksiezyc bedzie potozony w poblizu jasnych gwiazd lub planet. Minimalnym
wymogiem bytby jeden jasny obiekt w odlegtosci nieprzekraczajacej $rednicy pola widzenia
lornetki. W tym przypadku do zbudowania uktadu odniesienia pozwalajacego ocenié
przesuniecie Ksigzyca wzgledem obiektu nalezy wykorzysta¢ dwa dowolne punkty na
tarczy Ksiezyca lub przynajmniej jego rogi (rys. b). Rezultatem obserwacji powinno byé
zaznaczenie na rysunku lub mapie dwéch potozen Ksiezyca wzgledem gwiazd, zanotowanie
chwil ¢; i to dokonania tych lokalizacji oraz zaznaczenie kierunku ruchu obserwatora.

Jesli zdarzy sie tak, ze w poblizu Ksiezyca znajdzie si¢ jasna gwiazda lub jedna

z jasnych planet (np. Wenus, Mars, Jowisz, Saturn), a okres At nie bedzie krétszy
niz cztery godziny, to oceny przesuniecia Ksiezyca bedzie mozna dokonaé¢ nawet

bez korzystania z lornetki. Sytuacje takg nalezy potraktowaé jak zaproszenie do
naukowej zabawy (jej rezultat bedzie bowiem tylko grubym oszacowaniem odleglosci).
Obserwacja polegata bedzie na zapamigtaniu potozenia Ksigzyca wzgledem jasnego
obiektu w chwili ¢; i poréwnaniu go z potozeniem w chwili 5. Zaobserwowane w ten
sposéb przesuniecie katowe € najlepiej bedzie okresla¢ jako wielokrotnosé srednicy
Ksiezyca, a nastepnie wyrazi¢ je w radianach, przyjmujac na $rednice tarczy wartosé
0,5° & 0,0087 rad. Gdy zatem, Drogi Czytelniku, zobaczysz w poblizu Ksiezyca jasny
obiekt, to — dla utatwienia pamieciowych rachunkéw — mozesz przyjac, ze katowa
$rednica Ksiezyca jest réwna 0,01 rad, wx = 0,01 rad/h, zaniedbaé A§ oraz pamietad,
ze w ciagu godziny Ziemia przenosi kazdego europejczyka na odlegto$¢ okoto 1000 km.
Przy tych zalozeniach, jesli At bedzie wyrazone w godzinach, a e jako wielokrotnosé
$rednic Ksiezyca, to D & 1000At km, 7 =~ (At — ¢)/100, za$ r = D/m km.

Udanych obserwacji i dobrej zabawy!

Kacik przestrzenny (16):

Rys. 1

Sfera styczna do krawedzi czworoscianu

Dla trojkata definiujemy okrag opisany i okrag wpisany. Podobnie

z czworoscianem mozna zwigzaé dwie naturalne sfery: sfere przechodzaca
przez wierzcholki (opisana) oraz sfere styczng do $cian (wpisana). Mozna
jednak rozwazaé jeszcze trzecia ciekawa sfere — styczna do krawedzi. Taka
sfera na pewno istnieje dla czworoécianu foremnego (jej Srodek pokrywa sie
ze $rodkami sfery wpisanej i opisanej, zas promien jest réwny odlegloéci tego
punktu od dowolnej krawedzi). Dla jakich innych czworo$cianéw mozna taka
sfere znalez¢? OdpowiedZ zawarta jest w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 1. Nastepujgce warunki sg rownowazne:

(a) istnieje sfera styczna do wszystkich krawedzi czworoScianu,

(b) istniejq cztery parami styczne sfery o Srodkach w wierzcholkach
czworo$cianu,

(¢) sumy dlugosci trzech par przeciwleglych krawedzi czworo$cianu s¢ réwne,

(d) okregi wpisane w Sciany czworoscianu sq¢ parami styczne.

Dowdd. (a)=(b). Oznaczmy przez K, L, M, N, O, P punkty styczno$ci danej

sfery odpowiednio z krawedziami AB, BC,CD, DA, BD, AC. Wéwczas

z Najmocniejszego Twierdzenia Stereometrii (patrz Kacik 2) otrzymujemy

AK = AN = AP =a, BK =BL=DBO =1,
CL=CM=CP=¢, DM=DN=DO=d.
Nietrudno teraz zauwazy¢, ze sfery o srodkach A, B, C, D i promieniach
odpowiednio a, b, ¢, d sa parami styczne.
(b)=(c). Przyjmujac poprzednie oznaczenia, otrzymujemy
AB4+CD=AK+BK+CM+DM =a+b+c+d
i podobnie AC+BD =a+b+c+d=AD + BC.
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Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

Wzér ten mozna uzasadnié, rozwazajac
inwersje o srodku w punkcie stycznosci
sfer o srodkach A i B. Po niedlugich
rachunkach otrzymujemy utamek, ktérego
licznik jest rowny 2abced, za§ mianownik
jest doé¢é skomplikowanym wyrazeniem
zaleznym od a, b, ¢, d — mozna si¢
przekonad, ze takim wtasnie wzorem
wyraza si¢ potrojona objetodé tego
czworo$cianu. Autor nie zna uzasadnienia,
ktére nie wymagaloby przejécia przez

ten wzor.

(c)=(d). Zalézmy, ze okregi wpisane w trojkaty ABC i ABD sa styczne
do krawedzi AB odpowiednio w punktach K7 i Ko. Wtedy wykorzystujac
zaleznos¢ AD + BC = AC + BD, otrzymujemy

2BK, =AB+ AC — BC =AB+ AD — BD =2BKoy,

a wiec K1 = Ko, czyli okregi te sg styczne do krawedzi AB w tym samym
punkcie. W ten sam sposéb stwierdzamy, ze kazde dwa okregi wpisane
w $ciany czworoScianu sg styczne.

(d)=-(a). Zalézmy, ze okregi wpisane w Sciany czworoscianu sa parami
styczne i oznaczmy przez K, L, M, N, O, P ich punkty stycznosci
odpowiednio z krawedziami AB, BC,CD, DA, BD, AC. Przez $rodki

Ip oraz Ic okregéw wpisanych odpowiednio w Sciany ABC i ABD
prowadzimy proste prostopadte do tych Scian. Poniewaz leza one

w plaszczyznie KIcIp i nie sa rownolegle, wiec maja punkt wspélny S.
Istnieje sfera o $rodku S zawierajaca okregi wpisane w $ciany ABC i ABD
(a wigc styczna do pieciu krawedzi czworo$cianu zawartych w tych écianach).
Czeécia wspolna tej sfery z plaszczyzng BCD jest okrag styczny do BC

w punkcie L, za$ do BD w O. Taki okrag jest wyznaczony jednoznacznie,

a zatem z zalozenia wnosimy, ze musi by¢ to okrag wpisany w tréjkat BCD.
Stad wniosek, ze dana sfera jest tez styczna do krawedzi CD. O

Sfera styczna do krawedzi czworodcianu ma pewne cechy analogiczne do
wlasnosci okregéw wpisanych w trojkat czy czworokat. Jedna z nich jest
nastepujaca wlasno$é, ktora mozna nazwaé odpowiednikiem twierdzenia
Brianchona.

Twierdzenie 2. Sfera s jest styczna do wszystkich krawedzi czworoscianu.
Wowczas odcinki tgczgee punkty stycznosci lezgee na przeciwleglych
krawedziach przecinajg sie w jednym punkcie.

Dowdd. Oznaczmy, jak poprzednio, przez K, L, M, N,O, P
~TIoz-:=-x punkty stycznosci sfery s z krawedziami czworoscianu

L= ABCD. Wykazemy najpierw, ze punkty K, L, M, N leza na
jednej plaszczyznie.

Jesli AB = BC,to AD = CD iproste KL i MN sa réwnolegte, wiec leza
na pewnej ptaszczyznie. W przeciwnym razie istnieje punkt X przeciecia
prostych KL i AC. Z twierdzenia Menelaosa otrzymujemy

CL BK AX (CL AX CM AX CM DN AX

Zatem z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Menelaosa wnosimy, ze
punkt X lezy réwniez na prostej MN. W takim razie i w tym przypadku
punkty K, L, M, N leza na jednej plaszczyzZnie.

Odcinki KM i LN maja wiec punkt wspélny Wi. Analogicznie stwierdzamy,
ze odcinki KM i OP przecinaja si¢ w punkcie Wa. W ten sam sposéb
dowodzimy, ze punkty L, O, N, P leza na jednej plaszczyznie, do ktorej
nalezg w szczegdlnosci punkty Wi i Wy, Jednak odcinek KM nie lezy w tej
plaszczyznie, a wigc moze mieé z nig co najwyzej jeden punkt wspolny.
Zatem Wy = Wy i rozwazane trzy odcinki sa wspotpekowe. O

Jesli przez a, b, ¢, d oznaczymy odpowiednio promienie sfer o srodkach
A, B,C, D (jak w punkcie (b) Twierdzenia 1), za$ przez V objeto$¢ danego
czworoscianu, to promien /¢ sfery stycznej do krawedzi wyraza sie wzorem

2abcd

3V

Na zakonczenie dodajmy, ze mozna rozwazaé sfere, ktéra jest styczna do
pewnych krawedzi oraz do przedtuzen pozostatych krawedzi czworoscianu
(analogicznie do okregéw dopisanych na plaszczyznie). Zbadanie jej
wlasnosci pozostawiamy Czytelnikom.

0=

Michal KIEZA
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