Inwersja w przestrzeni i rzut stereograficzny — zadania

Rozwazmy sfere S o Srodku O i promieniu R. Inwersjqg wzgledem sfery S nazywamy przeksztalcenie, ktore

przeksztalca punkt A na punkt A* lezgcy na pdlprostej OA™ taki, Ze OA* = 3%24. Tutaj przez inwersje bedziemy

domysinie rozumiec inwersje wzgledem sfery. Tradycyjnie réwniez przez A* bedziemy zawsze oznaczacé obraz punktu
A w inwersji (dotyczy to takze innych obiektéw niz punkty, np. prostych, plaszczyzn czy sfer). Punkt O jest tez
nazywany Srodkiem inwersji, za$ R jej promieniem.

Wtasno$ci inwersji

1. Udowodnié, ze inwersja o srodku w O przeksztalca
a) plaszczyzne przechodzaca przez punkt O na siebie sama,
b) plaszczyzne nieprzechodzaca przez punkt O na sfere przechodzaca przez punkt O,
c) sfere przechodzaca przez punkt O na plaszczyzne niezawierajaca punktu O,
d) sfere niezawierajaca punktu O na sfere niezawierajaca punktu O.

2. Udowodnié¢, ze inwersja o érodku w O przeksztalca
a) prosta przechodzaca przez punkt O na siebie sama,
b) prosta nieprzechodzaca przez punkt O na okrag przechodzacy przez punkt O,
c¢) okrag przechodzacy przez punkt O na prosta niezawierajaca punktu O,
d) okrag niezawierajacy punktu O na okrag niezawierajacy punktu O.

Kqt miedzy dwoma przecinajgeymi sie sferami (albo sferq i plaszczyzng) jest réwny kqtowi miedzy plaszczyzna-
mi stycznymi do tych sfer (albo miedzy plaszczyzng styczng i dang plaszczyzng) poprowadzonymi przez dowolny
z punktow przeciecia.

Kqt miedzy dowolnymi przecinajgcymi sie okregami w przestrzeni (albo miedzy okregiem i prostg) jest réwny
kgtowi miedzy prostymi stycznymi do tych okregéw (albo miedzy prostq styczng i dang prostg) poprowadzonymi
z punktow przeciecia.

3. Wykazaé, ze inwersja zachowuje katy miedzy przecinajacymi sie sferami (plaszczyznami).
4. Wykazaé, ze inwersja zachowuje katy miedzy przecinajacymi sie okregami (prostymi).
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5. Rozwazmy inwersje o $rodku O i promieniu R. Dowies¢, ze A*B* = 55 55-

6. Dana jest sfera i punkt O na zewnatrz niej. Dowie$é, ze istnieje inwersja o srodku O przeksztalcajaca dang
sfere na siebie.

7. Dana jest sfera i punkt O wewnatrz niej. Dowie$¢, ze istnieje inwersja o sSrodku O, ktora przeksztalca dana
sfere na sfere symetryczna do niej wzgledem punktu O.

8. Rozwazmy inwersje o srodku O przeksztalcajaca pewna sfere S na sfere S*. Wykazaé, ze O jest $rodkiem
jednoktadnoéci przeksztalcajacej sfere S na S*.

9. Rozwazmy inwersje o srodku O oraz pewna sfere S o érodku S # O. Wykazaé, ze srodek obrazu sfery S przy
danej inwersji lezy na prostej OS.

Zadania na wykorzystanie inwersji

10. Wykazaé, ze kat miedzy okregami opisanymi na dwoéch dowolnych $cianach czworoscianu jest réwny katowi
miedzy okregami opisanymi na dwéch pozostatych.

11. W czworoscianie ABCD iloczyny dlugoéci przeciwleglych krawedzi sa réwne. Obliczy¢ kat miedzy okregami
opisanymi na tréjkatach ABD i BCD.

12. Okrag S lezy na pewnej sferze, zas punkt P jest na zewnatrz niej. Prowadzimy proste przechodzace przez
punkt P oraz wszystkie punkty okregu S. Wykazaé, ze drugie punkty przeciecia owych prostych ze sfera leza na
okregu.

13. Dana jest sfera oraz stozek o wierzchotku X opisany na niej, styczny do niej wzdtuz okregu o érodku C.
Zalézmy, ze punkt X porusza si¢ po pewnej plaszczyznie rozlacznej z dana sfera. Znalezé miejsce geometryczne
punktéw C.



14. Wykazaé, ze dla dowolnego czworoscianu istnieje trojkat, ktérego boki sa réwne co do wartosci iloczynom
przeciwleglych krawedzi tego czworoscianu. Wykazaé¢ dodatkowo, ze pole tego tréjkata jest réwne 6V R, gdzie
V' i R oznaczaja odpowiednio obeto$é i promien sfery opisanej na czworoscianie (wzér Crelle’a).

15. Wszystkie Sciany pewnego wieloécianu wypuklego o szeéciu Scianach sg czworokatami. Wykazaé, ze jesli 7
wierzchotkow tego wieloscianu lezy na jednej sferze, to 6smy réwniez do niej nalezy.

16. (RUS 99) Przez wierzchotek A czworo$cianu ABC D poprowadzono plaszczyzne styczna do sfery opisanej na
tym czworoscianie. Udowodnié, ze proste, wdluz ktoérych plaszczyzna ta przecina plaszczyzny $cian ABC, ACD,
ABD, tworza szes¢ réwnych katéw wtedy i tylko wtedy, gdy

AB-CD = AC-BD =AD - BC.

17. Punkty K, L, M, N, O, P leza odpowiednio na krawedziach AB, BC, CA, AD, BD, CD czworos$cianu
ABCD. Wykazaé, ze sfery opisane na czworoscianach AKM N, BKLO, CLM P, DNOP maja wspolny punkt.

18. Dane sa dwie sfery styczne do siebie i styczne do plaszczyzny m odpowiednio w punktach P i Q. Przez punkt R
antypodyczny od P (czyli symetryczny do P wzgledem srodka sfery) poprowadzono plaszczyzne styczna do drugiej
sfery w punkcie S. Dowie$é, ze PR = RS.

19. Dany jest czworoscian ABCD. Sfera przechodzaca przez punkty A, B i C przecina krawedzie AD, BD, CD
odpowiednio w punktach A’, B’, C’. Dowie$¢, ze prosta przechodzaca przez punkt D i prostopadia do plaszczyzny
A’'B'C’ przechodzi réwniez przez Srodek sfery opisanej na czworoscianie ABCD.

20. (Klub 44M, 592) Punkt P lezy wewnatrz czworo$cianu ABCD. Proste AP, BP, CP, DP przecinaja sfery
opisane na czworo$cianach PBCD, PCDA, PDAB, PABC odpowiednio w punktach K, L, M, N (réznych od P).

Udowodnié, ze
AP BP CP DP 1

T
AK BL CM DN = 256

21. (OM 60-I11-5) Sfera wpisana w czworoscian ABCD jest styczna do jego $cian BCD, ACD, ABD, ABC
odpowiednio w punktach P, @, R, S. Odcinek PT jest $rednica tej sfery, za$ punkty A’, Q', R/, S’ sg punktami
przeciecia prostych TA, TQ, TR, T'S z plaszczyzng BCD. Wykazaé, ze A’ jest $rodkiem okregu opisanego na
trojkacie Q'R'S’.

22. Punkt M lezy wewnatrz czworoscianu ABC D. Plaszczyzna styczna w punkcie M do sfery opisanej na czwo-
roécianie ABC'M przecina si¢ z plaszczyzna ABC wzdluz prostej ¢p. Analogicznie okreslamy proste €4, {5, {c.
Dowiesé, ze wszystkie te cztery proste leza na jednej plaszczyznie.

23. Dane sa cztery sfery parami styczne w szeéciu réznych punktach. Wykazac, ze te szes¢ punktow lezy na jednej
sferze.

24. Dana sg cztery sfery Sy, So, Ss, Sy. Sfery Sy i So sa styczne zewnetrznie w punkcie Ay, Sy i S5 — w punkcie As,
Ss 1 Sy — w punkcie Az, Sy 1 S1 — w punkcie Ay. Wykazaé, ze punkty Ap, As, A3 i Ay leza na jednym okregu.

25. W przestrzeni danych jest n sfer — kazda jest styczna do kazdej z pozostalych oraz zadne trzy nie sa styczne
w jednym punkcie. Udowodnié, ze n < 5.

26. (Hexlet Soddy’ego) Dane sa trzy parami styczne sfery Cp, Cy, C3. Rozwazamy lancuch sfer Sy, So, ..., S,
taki, ze kazda sfera S; jest styczna do Cy, Cs, Cs oraz do sfer S;_1 i S;11. Wykazaé, ze jesli wszystkie punkty
stycznosci sa rézne oraz n > 2, to n = 6.

27. Dane sa cztery parami styczne zewnetrznie sfery, ktérych srodki leza na jednej plaszczyznie w. Sfera S jest

jest réwny 1 : /3.
Rzut stereograficzny

Dana jest plaszczyzna 7 styczna do sfery S w punkcie A oraz $rednica AB tej sfery. Rzutem stereograficznym
nazywamy przeksztalcenie, ktére kazdemu punktowi X lezacemu na sferze S przyporzadkowuje punkt Y, w ktérym
prosta BX przecina plaszczyzne .

28. Udowodnié, ze
a) rzut stereograficzny pokrywa sie z pewna inwersja w przestrzeni obcieta do sfery S,

b) rzut stereograficzny przeksztalca okrag na sferze niezawierajacy punktu B na okrag na plaszczyZnie m,



c) w rzucie stereograficznym przeciwobrazem okregu na plaszczyznie 7 jest okrag na sferze,
d) rzut stereograficzny zachowuje katy miedzy okregami.

29. W przestrzeni dany jest okrag S i punkt B. Niech A bedzie rzutem prostokatnym punktu B na plaszczyzne
zawierajaca S. Dla kazdego punktu D € S rozwazamy punkt Mp — rzut prostokatny punktu A na prosta BD.
Wykazaé, ze wszystkie punkty Mp leza na okregu

30. (Zwardon 2007) Rozstrzygnad, czy istnieje taki skoniczony zbiér okregéw na plaszczyznie o parami roztacznych
wnetrzach, ze kazdy z danych okregéw jest styczny do dokladnie pigciu sposrdd pozostatych okregdw.



Rozwigzania
Wtlasno$ci inwersji

1. Udowodnic, ze inwersja o srodku w O przeksztalca
a) plaszczyzne przechodzgceq przez punkt O na siebie samg,
b) plaszczyzne nieprzechodzgceg przez punkt O na sfere przechodzqcq przez punkt O,
¢) sfere przechodzgeq przez punkt O na plaszczyzne niezawierajgeq punktu O,
d) sfere niezawierajgcg punktu O na sfere niezawierajgeq punktu O.

Rozwigzanie. a) Jedli punkt X lezy na tej plaszczyznie, to pétprosta OX — réwniez. W takim razie obraz punktu X
lezacy na pétprostej OX — takze musi naleze¢ do tej plaszcezyzny (jasne tez, ze kazdy punkt otrzymanej plaszczyzny
ma swij przeciwobraz).

b) Niech A bedzie rzutem prostokatnym punktu O na dana plaszczyzne m. Wykazemy najpierw, ze kazdy punkt

X lezacy na plaszczyznie 7 przechodzi na punkt lezacy na sferze o srednicy OA*. Z definicji inwersji wnosimy, ze
0OA*  0OX
OX* O0A’

Ponadto /A*OX* = LAOX, bowiem polproste laczace punkty ze $rodkiem sie nie zmieniajg. W takim razie
tréjkaty OX*A* i OAX sa podobne. Stad ZOX*A* = /OAX = 90°.

Pozostaje jeszcze zauwazyé, ze kazdy punkt Y # O otrzymanej sfery jest obrazem pewnego punktu plaszczyzny
7 — mianowicie punktu przecigcia prostej OY z ta plaszczyzna.

¢) Teze otrzymujemy natychmiast z poprzedniego punktu i obserwacji, ze inwersja jest przeksztalceniem od-
wrotnym do samej siebie.

d) Niech prosta taczaca punkt O ze $rodkiem sfery przecina te sfere¢ w punktach A i B. Przyjmijmy, ze punkt
A lezy wewnatrz odcinka OB (przypadki, gdy B lezy wewnatrz odcinka OA oraz O lezy wewnatrz odcinka AB sa
analogiczne i ich przeanalizowanie pozostawiamy Czytelnikowi). Wéwcezas punkt B* lezy wewnatrz odcinka O A*.

Niech X bedzie dowolnym punktem sfery o $rednicy AB. Podobnie jak w punkcie b) stwierdzamy, ze trojkaty
OAX i OX*A* sa podobne oraz trojkaty OBX i OX*B* sa podobne. Stad

[A*X*B* =180° — /X*B*A* — /X*A*B* =180° — / X*XB - /OXA=/AXB =90°

(powyzszy rachunek nieznacznie moze si¢ zmieni¢ w innych przypadkach). Zatem obraz dowolnego punktu X
lezacego na sferze o Srednicy AB lezy na sferze o érednicy A*B*. Przeprowadzajac to samo rozumowanie w druga
strone stwierdzimy, ze dla kazdego punktu nalezacego do drugiej sfery jego przeciwobraz lezy na pierwszej z tych
sfer.

2. Udowodnié, ze inwersja o Srodku w O przeksztalca
a) prostq przechodzgeq przez punkt O na siebie samg,
b) prostq nieprzechodzqcq przez punkt O na okrag przechodzgcy przez punkt O,
¢) okrgg przechodzqcy przez punkt O na prostg niezawierajgcg punktu O,
d) okrqg niezawierajgcy punktu O na okrag niezawierajacy punktu O.

Rozwigzanie. a) Jesli punkt X lezy na tej prostej, to pélprosta OX— réwniez. W takim razie obraz punktu X
lezacy na polprostej OX — takze musi nalezeé do tej prostej (jasne tez, ze kazdy punkt otrzymanej prostej ma swoj
przeciwobraz).

b) Mozemy przeprowadzi¢ podobne rozumowanie, jak w poprzednim zadaniu, ale mozna tez inaczej. Mianowicie
dang prosta mozemy przedstawi¢ jako cze$¢ wspdlna plaszczyzny o zawierajacej punkt O oraz pewnej plaszczyzny
7w niezawierajacej punktu O. Teraz wystarczy zauwazy¢, ze plaszczyzna wo przechodzi na siebie, za$ plaszczyzna w
na sfere przechodzaca przez punkt O. Ich czesé wspdlna jest okregiem przechodzacym przez punkt O, za$ z drugiej
strony jest to obraz inwersyjny danej w tresci zadania proste;j.

¢) Teze otrzymujemy natychmiast z poprzedniego punktu i obserwacji, ze inwersja jest przeksztalceniem od-
wrotnym do samej siebie.



d) Znéw mozna przeprowadzi¢ identyczne rozumowanie jak w poprzednim zadaniu, ktére dziala zaréwno w prze-
strzeni jak i na plaszczyznie. Mozna takze zauwazy¢, ze okrag rozlaczny z punktem O jest czeScia wspélng pewnych
dwdch sfer niezawierajacych punktu O. Ich obrazy sa pewnymi dwoma sferami, ktore takze nie zawieraja punktu
O. Ich czed¢ wspoélna jest okregiem i zarazem obrazem inwersyjnym danego w tredci zadania okregu.

3. Wykazaé, ze inwersja zachowuje katy miedzy przecinajocymi sie sferami (plaszczyznamsi).

Rozwigzanie. Rozpocznijmy od obserwacji, ze inwersja przeprowadza dwie styczne do siebie sfery (albo sfere styczna
do plaszezyzny) na dwie sfery do siebie styczne, sfere styczna do plaszezyzny albo na dwie plaszezyzny réwnolegle.
Istotnie, jedli srodek inwersji jest rozny od punktu stycznosci tych obiektéw, to dana obserwacja jest prawdziwa
na mocy réznowartosciowosci inwersji. Jesli natomiast pokrywa si¢ z punktem stycznosci, to obrazem sa dwie
réwnolegle pltaszczyzny.

Oznaczmy dane dwie sfery przez S; i S, za$ plaszczyzny do nich styczne (w dowolnym ich wspdlnym punkcie,
réznym od $rodka inwersji, jesli nalezy on do obu sfer) odpowiednio przez m i 7. Plaszczyzny te przejda na dwie
sfery 7} i 75, ktére beda styczne odpowiednio do ST i S5. Niech o bedzie wspélng plaszczyzna styczng sfer 7}
i SY, za§ ag — wspOlna plaszczyzna styczna sfer 75 i S5. Wystarczy, jedli wykazemy, ze kat miedzy plaszczyznami
a1 1 ag jest réwny katowi miedzy plaszczyznami mp i mo. Jednakze, skoro sfera 77 jest styczna do plaszczyzny o,
to m1||a1. Podobnie stwierdzamy, ze ma||as — a to koniczy dowdd.

4. Wykazad, ze inwersja zachowuje kqty miedzy przecinajgcymi sie okregami (prostymi).
Rozwigzanie. Dowdd jest podobny, jak w poprzednim zadaniu i pozostawiamy go Czytelnikowi.
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5. Rozwazmy inwersje o Srodku O i promieniu R. Dowies¢, ze A*B* = 57 55-

Rozwigzanie. Trojkaty OAB i OB* A* s podobne, skad wniosek, ze

A*B*  OA* OA-0A* R
AB ~ OB O0A-OB OA.OB

6. Dana jest sfera i punkt O na zewngtrz niej. Dowiesé, Ze istnieje inwersja o $rodku O przeksztalcajoca dang
sfere na siebie.

Rozwigzanie. Przyjmijmy, ze pewna prosta przechodzaca przez punkt O przecina sfere w punktach X i Y. Rozwazmy
inwersje o promieniu R? = OX - OY . Inwersja ta zamienia punkty X i Y miejascami. Niech teraz dowolna prosta
przechodzaca przez punkt O przecina dang sfere w punktach X’ i Y. Wtedy OX’' - OY’ = OX - OY = R?,
skad wnosimy, ze punkt Y’ jest obrazem punktu X’ i odwrotnie. Ponadto jesli prosta przechodzaca przez O jest
styczna do sfery w punkcie Z, to 0Z? = OX - OY = R?. W takim razie punkt Z przechodzi na siebie. Ostatecznie
dostajemy, ze dana sfera przechodzi na siebie.

7. Dana jest sfera i punkt O wewngtrz niej. Dowiesé, zZe istnieje inwersja o srodku O, ktéra przeksztalca dang sfere
na sfere symetryczng do niej wzgledem punktu O.

Rozwigzanie. Dowdd jest podobny jak w poprzednim zadaniu.

8. Rozwazmy inwersje o Srodku O przeksztalcajocg pewng sfere S na sfere S*. Wykazaé, zZe O jest $rodkiem
jednoktadnosci przeksztalcajgcej sfere S na S*.

Rozwigzanie. Niech A; bedzie dowolnym punktem lezacym na sferze S, za$ A, bedzie drugim punktem przeciecia
polprostej OAT” z ta sfera (jesli ta pdlprosta jest styczna to Ay = Aj). Jest jasne, ze iloczyn OA; - OA; = d? nie
zalezy od wyboru punktu A;. Niech R bedzie promieniem danej inwersji. Wowczas
R? R?
OAY = — = — - 0OA;.
2704, & '

Stad wniosek, ze A% jest obrazem punktu A; w jednokladnoéci o $rodku O i skali £R?/d (w zaleznosci od tego,
czy O lezy wewnatrz czy na zewnatrz sfery S). Podobnie A jest obrazem punktu As w tej samej jednoktadnosci.
Widzimy zatem, ze opisana jednokltadnosé¢ przeksztalca kazdy punkt sfery S na odpowiedni punkt sfery S*.

9. Rozwaimy inwersje o srodku O oraz pewng sfere S o $rodku S # O. Wykazaé, Ze Srodek obrazu sfery S przy
danej inwersji lezy na prostej OS.

Rozwigzanie. Na mocy poprzedniego zadania sfera S i jej obraz inwersyjny sa jednokladne wzgledem punktu O —
ich srodki musza byé¢ wraz z O wspdlliniowe.
Uwaga. Srodek sfery w inwersji zazwyczaj nie przechodzi na $rodek obrazu tej sfery.



Zadania na wykorzystanie inwersji

10. Wykazac, Ze kqt miedzy okregami opisanymi na dwdch dowolnych Scianach czworoscianu jest réwny kgtowi
miedzy okregami opisanymi na dwdch pozostalych.

Rozwigzanie. Zalézmy, ze mamy dany czworoscian ABCD. Mamy wykazaé, ze kat miedzy okregami opisanymi na
tréjkacie ABC' i ABD jest réwny katowi miedzy okregami opisanymi na tréjkacie BC'D i CDA.

Zastosujmy inwersje o srodku D. Okrag opisany na tréjkacie ABC przejdzie na okrag opisany na trojkacie
A*B*C*, za$ okrag opisany na tréjkacie ABD przejdzie na prosta A*B*. Okregi opisane na trdjkatach BC'D
i CDA przejda zas odpowiednio na proste B*C* i C* A*.

Poniewaz inwersja zachowuje katy, to wystarczy dowie$é, ze kat miedzy styczng w punkcie A* do okregu opi-
sanego na tréjkacie A* B*C™ a cieciwa A*B* jest réwny katowi A*C*B*. To jednak wynika z twierdzenia o kacie
miedzy styczna a cieciwa.

11. W czworoscianie ABCD iloczyny dlugo$ci przeciwleglych krawedzi sq réwne. Obliczyé kgt miedzy okregami
opisanymi na tréjkgtach ABD i BCD.

Rozwigzanie. Rozwazmy inwersje o érodku D i promieniu vV AD - BD - C'D. Okregi opisane na tréjkatach ABD
i BC'D przejda odpowiednio na proste A*B* i B*C™. Poniewaz inwersja zachowuje katy, to wystarczy obliczy¢ kat
A*B*C*.
7 drugiej strony mamy
AB-AD-BD-CD

A*B* = 1D . BD =AB-CD.

Podobnie obliczymy, ze
B*C*=BC-AD oraz C*A*=CA-BD.

W takim razie z zalozen danych w tresci zadania wynika, ze trojkat A* B*C™ jest rownoboczny, skad w szczegdlnodci
LA*B*C* = 60°. Tym samym poszukiwany w zadaniu kat miedzy okregami opisanymi na trojkatach ABD i BCD
wynosi 60°.

12. Okrgg S lezy na pewnej sferze, zas punkt P jest na zewnglrz niej. Prowadzimy proste przechodzqce przez punkt
P oraz wszystkie punkty okregu S. Wykazac, Ze drugie punkty przeciecia owych prostych ze sferq lezg na okregu.

Rozwigzanie. Wezmy dowolny punkt X na okregu S oraz niech X’ bedzie drugim punktem przeciecia sie prostej PX
z dang sfera. Iloczyn PX - PX’ nie zalezy od wyboru punktu X (twierdzenie o potedze punktu dla sfery). Wynika
stad, ze drugie punkty przeciecia ze sferg prostych rozwazanych w zadaniu sa obrazami punktéw ich przeciecia
z okregiem S w inwersji o érodku P i promieniu v PX - PX’. Jednakze obrazem okregu S w inwersji jest okrag
(bowiem S nie zawiera $rodka inwersji).

13. Dana jest sfera oraz stozek o wierzcholku X opisany na niej, styczny do niej wzdluz okregu o $rodku C.
Zaldzimy, Ze punkt X porusza sie po pewnej plaszczyinie rozlgeznej z dang sferq. Znaleié miejsce geometryczne
punktow C.

Rozwigzanie. Oznaczmy przez O srodek danej sfery, zas P niech bedzie dowolnym punktem z okregu o srodku C'.
Wtedy trojkaty X PO i PCO sa tréjkatami prostokatnymi podobnymi, skad wniosek, ze

OP? =0C - OX.

W takim razie punkt C' jest obrazem punktu X w inwersji wzgledem danej w tresci zadania sfery. Miejscem
geometrycznym punktow C' jest obraz plaszczyzny w tej inwersji, a wiec pewna sfera przechodzaca przez punkt O.
Jesli M jest najblizszym punktowi O punktem nalezacym do plaszczyzny, po ktorej porusza sie punkt X, to obrazem
danej ptaszczyzny jest sfera o érednicy OM*, gdzie M* lezy na pétprostej OM~ i OM* = OP?/OM.

14. Wykazaé, zZe dla dowolnego czworoScianu istnieje trojkqt, ktorego boki sq rowne co do wartosci iloczynom
przeciwleglych krawedzi tego czworoscianu. Wykazaé dodatkowo, Ze pole tego trojkgta jest rowne 6V R, gdzie V i R
oznaczajg odpowiednio obetosé i promien sfery opisanej na czworo$cianie (wzér Crelle’a).

Rozwigzanie. Dla danego czworoscianu ABC D rozwazmy inwersje o srodku D i promieniu » = VvAD - BD - CD.
Obrazem tréojkata ABC jest trojkat A*B*C™*, w ktérym



.. AB-AD-BD-CD _
A*B* = D BD =AB-CD

oraz

B*C* = BC - AD, A*C* = AC - BD.

Trojkat A*B*C* jest wiec tym, o ktory chodzi.

Zajmijmy sie teraz druga czescia zadania. Sfera opisana na czworo$cianie ABCD przechodzi na plaszczyzne
A*B*C*. Stad wniosek, ze odleglosé punktu D od ptaszczyzny A* B*C* jest réwna r2/2R. W takim razie objeto$é
czworoscianu A*B*C* D jest réwna

1 r2
— . [A*B*C*] - —.
[ I 37

Z drugiej strony stosunek objetosci czworoécianéw A*B*C*D i ABCD jest réwny

A*D B*D C*D  r? 2 r? _ 2

AD BD CD AD? BD? CD?

Zatem
= [A*B*C*] - . 2.V,
3 2R ’
skad
[A*B*C*] = 6VR.

15. Wszystkie Sciany pewnego wieloscianu wypukiego o szesciu Scianach sq czworokgtami. Wykazaé, Ze jesli 7
wierzchotkow tego wieloScianu lezy na jednej sferze, to ésmy réwniez do niej nalezy.

Rozwigzanie. Niech ABC DA, B1C1D; bedzie danym w zadaniu wielo$cianem. Zalézmy, ze C; jest jedynym wierz-
chotkiem, o ktérym nie wiemy, czy lezy na danej sferze. Rozwazmy inwersje o srodku A. Obrazem danej w zadaniu
sfery jest plaszczyzna B*D* A} zawierajaca takze punkty C*, DY i Bf lezace odpowiednio na bokach B*D*, D* A},
AiB* tréjkata B*D* A% (bowiem okregi opisane na czworokatach ABC'D, ABB1A; i AA1D1D przechodza na
proste zawierajace odpowiednie boki tréjkata).

Punkt Cy jest punktem przeciecia plaszezyzn A1 B1 Dy, CD1D i BB;C. Wynika stad, ze jego obraz C} jest
punktem przeciecia ich obrazéw, czyli sfer opisanych na czworo$cianach AA;B; Dy, AC*DiD* i AB*B{C* (oczy-
wiscie te sfery maja dwa punkty przeciecia, a jednym z nich jest srodek inwersji A). Aby wykazaé, ze punkt Cy lezy
na danej w zadaniu sferze, wystarczy dowies¢, ze jego obraz lezy na plaszczyznie B*D* A} albo po prostu, ze okregi
opisane na tréjkatach A}BiDy, C*D*Df i B*C* B} maja punkt wspélny. To jednak wynika z latwego rachunku
na katach.

16. (RUS 99) Przez wierzcholek A czworo$cianu ABC D poprowadzono plaszczyzne styczng do sfery opisanej na
tym czworoscianie. Udowodnié, Ze proste, wdluz ktérych plaszczyzna ta przecina plaszczyzny Scian ABC, ACD,
ABD, tworzq sze$é rownych kgtow wtedy i tylko wtedy, gdy

AB-CD = AC-BD =AD - BC.

Rozwigzanie. Rozwazmy inwersje o Srodku A i promieniu v AB - AC - AD. Obrazem sfery opisanej na czworoscianie
ABCD jest plaszczyzna B*C*D*. Stad wynika, ze obrazem plaszczyzny stycznej do tej sfery w punkcie A musi
by¢ plaszczyzna przechodzaca przez A i réwnolegla do plaszczyzny B*C* D*. Zaréwno plaszczyzny scian ABC),
ACD, ABD jak i rozwazane proste przechodza na siebie (bowiem zawieraja punkt A). Obrazy tych prostych
leza w plaszczyznie rownoleglej do B*C*D*, skad wniosek, ze sa réwnolegte do odpowiednich bokéw trdjkata
B*C*D*. Poniewaz inwersja zachowuje katy miedzy prostymi, to teza jest rownowazna temu, ze tréjkat B*C* D*
jest réwnoboczny.

Jednakze

BC-AB-AC - AD

AB- AC =BC-AD

B*C*

i podobnie
C*D*=CD-AB oraz D*B*=DB-AC.

To za$ oznacza, ze zalezno$¢ B*C* = C* D* = D*B* jest rbwnowazna tezie zadania.



17. Punkty K, L, M, N, O, P lezq odpowiednio na krawedziach AB, BC, CA, AD, BD, CD czworo$cianu
ABCD. Wykazaé, Ze sfery opisane na czworo$cianach AKMN, BKLO, CLMP, DNOP majg wspolny punkt.

Rozwigzanie. Bedziemy uzywaé nastepujacej wersji plaskiej danego zadania:

Punkty X1, Y1, Z1 lezqg odpowiednio na bokachY Z, Z X, XY trojkqta XY Z. Wtedy okregi opisane na trojkqtach
X7, Y X171, ZX1Y1 majg wspolny punkt.

Latwy dowdd poprzez rachunek na katach pozostawiamy Czytelnikom.

Czeéciami wspdlnymi sfer opisanych na czworoscianach AKMN, BKLO i DNOP z plaszczyzna ABD sa
okregi opisane na tréjkatach AKN, BKO, DNO. Na mocy wersji ptaskiej wspomnianej na poczatku majg one
wspllny punkt Cy (a wiec nalezy on do sfer opisanych na czworoscianach AKM N, BKLO). Analogicznie sfery
opisane na czworoscianach BKLO i CLM P maja punkt wspdlny A; nalezacy do okregu opisanego na tréjkacie
DOP. Podobnie sfery opisane na czworo$cianach CLM P i AKNM majg punkt wspélny By nalezgcy do okregu
opisanego na tréjkacie DN P. Odnotujmy takze, ze punkty Cy, Ay i By lezg odpowiednio na tukach NO, OP i PN
niezawierajacych punktu D.

Zauwazmy teraz, ze cze$¢ wspdlna sfer opisanych na czworoscianach AKMN i1 DNOP jest okregiem przecho-
dzacym przez punkty N, Cp, B;. Cze$¢ wspodlna sfer opisanych na czworoscianach BKLO i DNOP jest okregiem
przechodzacym przez punkty O, Cp, A;, za$ cze$¢ wspolna sfer opisanych na czworoscianach CLMP i DNOP
jest okregiem przechodzacym przez punkty P, Ay, By. Wykazemy, ze te okregi majg punkt wspdlny, co oczywiscie
dowiedzie tezy zadania.

Rozwazmy inwersje o érodku D. Obrazem okregdéw opisanych na trojkatach DNO, DOP i DN P sa odpowiednio
proste N*O*, O* P* i P*N* zawierajace odpowiednio punkty C7, Af i BY (ponadto te punkty leza odpowiednio na
odcinkach N*O*, O*P* i P*N*). Okregi, ktére byly czesciami wspdlnymi odpowiednich sfer, przejda odpowiednio
na okregi opisane na tréjkatach N*C{ By, O*Cy A} i P*A}B;. Na mocy plaskiej wersji zadania maja one punkt
wspolny. Jego przeciwobraz jest wiec punktem wspdlnym okregéw bedacych czeSciami wspélnymi rozwazanych
w zadaniu sfer.

18. Dane sq dwie sfery styczne do siebie i styczne do plaszczyzny m odpowiednio w punktach P i Q. Przez punkt R
antypodyczny od P (czyli symetryczny do P wzgledem Srodka sfery) poprowadzono plaszczyzne styczng do drugiej
sfery w punkcie S. Dowiesé, ze PR = RS.

Rozwigzanie. Niech A bedzie srodkiem sfery o érednicy RP, B — $rodkiem drugiej sfery, za§ C' punktem ich
stycznodci. Jednokladno$é o $rodku C' przeksztalcajaca jedna sfere na druga przeksztalca punkt R na @, skad
whniosek, ze prosta QR zawiera punkt C.

Inwersja o srodku R i promieniu RP przeksztalca sfere o srednicy PR na plaszczyzne 7 i na odwrét. W szcze-
gblnoéci obrazem punktu C' jest punkt . W takim razie sfera o érodku B musi przejsé na siebie. Stad wniosek,
ze dtugos¢ odcinka stycznego do niej poprowadzonego ze srodka inwersji musi by¢ réwna promieniowi tej inwersji.
Zatem PR = RS.

19. Dany jest czworo$cian ABCD. Sfera przechodzqca przez punkty A, B i C przecina krawedzie AD, BD, CD
odpowiednio w punktach A’, B', C'. Dowies$é, ze prosta przechodzgca przez punkt D i prostopadia do plaszczyzny
A'B'C’" przechodzi réwniez przez Srodek sfery opisanej na czworoécianie ABCD.

Rozwigzanie. Sposéb 1. Zauwazmy, ze
DA-DA' = DB-DB' =DC-DC' =%

Rozwazmy inwersje o srodku D i promieniu r. Prosta rozwazana w tezie zadania przechodzi na siebie, za$ ptaszczy-
zna A’ B'C’ na sfere opisang na czworo$cianie ABC' D. Stad wniosek, ze ta prosta jest prostopadla do sfery opisanej
na ABCD. W takim razie musi zawieraé jej srodek.

Sposob II. Wystarczy, jesli pokazemy, ze prosta ¢ przechodzaca przez punkt D i érodek sfery opisanej na
czworo$cianie ABCD jest prostopadla do ptaszczyzny A’B/C".

Wykazemy, ze owa prosta jest prostopadla do A’B’. Rozwazmy rzut prostokatny k tej prostej na plaszczyzne
ABD - przechodzi on przez $rodek okregu opisanego na trojkacie ABD. A skoro trojkaty ABD i B’A’D sa
podobne, to prosta k jest prostopadla do A’B’ (latwy rachunek na katach). W takim razie takze ¢ 1 A’ B’. Podobnie
dowodzimy, ze {1 B'C’, skad dostajemy teze.

20. (Klub 44M, 592) Punkt P lezy wewnqtrz czworoscianu ABCD. Proste AP, BP, CP, DP przecinajg sfery
opisane na czworo$cianach PBCD, PCDA, PDAB, PABC' odpowiednio w punktach K, L, M, N (réznych od P).

Udowodnié, ze
AP BP CP DP P 1

AK BL CM DN 256

Rozwigzanie. Odnotujmy na poczatek, ze warto sobie rozwazy¢ analogiczne zadanie na plaszczyznie.



Rozwazmy inwersje o srodku P. Jesli A*, B*, C*, D* sa obrazami punktéw A, B, C, D, to P lezy wewnatrz
czworos$cianu A* B*C* D*.
Objetosci czworoécianéw PB*C*D*, PC*D*A*, PD*A*B*, PA*B*C* oznaczmy odpowiednio przez V,, Vj,
V., Vy; ich suma jest réwna objetoéci V' czworoécianu A* B*C* D*.
Obrazem sfery opisanej na czworoscianie PBC D jest plaszczyzna przechodzaca przez punkty B*, C*, D*. Skoro
punkt K lezal na tej sferze, to jego obraz K* musi nalezeé¢ do plaszczyzny B*C* D*. Wéwczas mamy
pPA*  KA* Vv

P pPre Ty, b

7 wlasnoéci inwersji dostajemy
PK-PK*=PA-PA".

Zatem
AK_1+PK_1+PA* v
AP~ PA PK* V]
a wiec
AP Vi
AK V'
Analogicznie dowodzimy, ze
BP WV, cp V. DP 'V

BL V' CM V' DN V'
Suma tych czterech stosunkow jest rowna 1, wiec teza wynika teraz z nieréwnosci miedzy $rednimi.

21. (OM 60-I11-5) Sfera wpisana w czworodcian ABCD jest styczna do jego $cian BCD, ACD, ABD, ABC
odpowiednio w punktach P, Q, R, S. Odcinek PT jest srednicq tej sfery, za$ punkty A’, Q', R', S’ sq punktami
przeciecia prostych TA, TQ, TR, TS z plaszczyzng BCD. Wykazaé, ze A’ jest Srodkiem okregu opisanego na
tréjkgcie Q'R'S’.
Rozwigzanie. Rozwazmy inwersje o $rodku T i promieniu TP. Zauwazmy, ze /TPQ’" = 90° oraz /TQP = 90°.
Zatem tréjkaty TQP i TPQ' sa tréjkatami prostokatnymi podobnymi. Stad wniosek, ze TP? = TQ - TQ', zatem
punkt Q' jest obrazem punktu @ w tej inwersji. Podobnie stwierdzamy, ze punkty R’ i S’ sg obrazami odpowiednio
punktéw R i S. Obrazem sfery wpisanej za$ w tej inwersji jest plaszczyzna BC D, na ktorej lezg punkty Q', R’ i 5.
7 drugiej strony sfera o srodku A przechodzaca przez punkty @, R, S jest prostopadla do sfery wpisanej
w czworoScian ABCD. Zatem jej obraz bedzie sfera S przechodzacag przez punkty Q’, R/, S’ prostopadla do
plaszczyzny BC'D. W szczegdlnosci $rodek sfery S nalezy do plaszczyzny BC'D. 7 drugiej strony srodek tej sfery
musi leze¢ na prostej AT. To za$ oznacza, ze pokrywa sie on z punktem A’ — innymi stowy A'Q' = A'R' = A’S’.

22. Punkt M lezy wewngtrz czworoscianu ABCD. Plaszczyzna styczna w punkcie M do sfery opisanej na czwo-
ro$cianie ABCM przecina sie z plaszczyzng ABC wzdluz prostej {p. Analogicznie okreslamy proste £y, £p, Lo
Dowiesé, ze wszystkie te cztery proste leZg na jednej plaszczyznie.

Rozwigzanie. Inwersja o §rodku M przeksztalca plaszezyzny $cian czworoscianu ABC' D na cztery sfery przechodzace
przez punkt M, za$ plaszczyzny styczne do czterech rozwazanych w zadaniu sfer na siebie. Obrazem prostej £p
jest okrag przechodzacy przez punkt M lezacy na sferze opisanej na czworoscianie A* B*C*M oraz na plaszczyznie
rownoleglej do plaszczyzny A*B*C*. Wynika stad, ze prosta przechodzaca przez $rodek tego okregu przechodzi
tez przez $rodek okregu opisanego na trojkacie A* B*C*, a wiec takze przez $rodek sfery opisanej na czworoscianie
A*B*C*D*.

Analogicznie dowodzimy, ze obrazami prostych £, g i £c sa okregi przechodzace przez M i takie, ze proste
przechodzace przez ich $rodki, prostopadle do odpowiednich Scian, przechodza przez $rodek sfery opisanej na
czworos$cianie A* B*C* D*. Poniewaz te okregi maja punkt wspdlny M, to leza na jednej sferze o srodku w $rodku
sfery opisanej na czworoscianie A*B*C*D* i przechodzacej przez M. W takim razie przeciwobrazy tych okregéw
(czyli proste £a, £g, lc i £p) lezg na jednej plaszczyznie.

23. Dane sq cztery sfery parami styczne w sze$ciu réznych punktach. Wykazaé, Ze te szesé punktow lezy na jednej
sferze.

Rozwigzanie. Oznaczmy dane sfery przez Si, So, Ss, S4. Rozwazmy inwersje o érodku w punkcie P stycznosci Sq
i Sy. Obrazami sfer Sy i Sy sa réwnolegle plaszczyzny ST i S5. Dwie pozostale sfery przejda na sfery S5 i S}
styczne do obu plaszczyzn ST i S5 (a takze do siebie). Wynika stad w szczegdlnosei, ze promienie tych sfer sa
réowne. Zatem punkt stycznosci S3 i S; oraz punkty stycznodci tych dwoch sfer z plaszczyznami S} i S5 leza na
jednej plaszczyznie (przechodzacej przez $rodki obu sfer i prostopadlej do plaszczyzn ST 1 53). W takim razie ich
przeciwobrazy musza lezeé¢ na sferze przechodzacej przez P, co konczy rozwigzanie.



24. Dana sq cztery sfery S1, Sa, S3, S4. Sfery Sy i S2 sq styczne zewnetrznie w punkcie Ay, Sy i S3 — w punkcie As,
S3 i Sy — w punkcie Az, Sy i S1 — w punkcie Ay. Wykazaé, ze punkty A1, As, As i Ay leZg na jednym okregu.

Rozwigzanie. Rozpatrzmy inwersje o §rodku w punkcie stycznosci sfer S; i So — A;. Obie te sfery przejda na
plaszczyzny S iS5, zad pozostale dwie sfery na pewne sfery S35 i S} styczne odpowiednio do S5 i ST. Wystarczy
teraz zauwazy¢, ze jednokladnodé o érodku w Aj przeksztalcajaca sfere S5 na S} przeksztalca plaszczyzne S5 na
ST 1w szczegbélnodcei punkt A% na Aj. Stad wniosek, ze punkty A3, A% i A} leza na jednej prostej. Poniewaz dane
sfery byly styczne zewnetrznie, to $rodek inwersji lezy miedzy plaszczyznami S} i S5 oraz na zewnatrz sfer S5 i S5.
W takim razie nie moze leze¢ na prostej przechodzacej przez punkty A5, A5 i Aj. A zatem przeciwobrazem tej

prostej jest okrag, co konczy rozwiazanie.

25. W przestrzeni danych jest n sfer — kazda jest styczna do kazdej z pozostatych oraz Zadne trzy nie sq styczne
w jednym punkcie. Udowodnic, Ze n < 5.

Rozwigzanie. Rozwazmy inwersje o sSrodku w punkcie stycznosci pewnych dwéch sposrod tych sfer. Te sfery przejda
na dwie ptaszczyzny réwnolegle. Pozostale sfery przejda zas na parami styczne sfery, styczne takze do tych dwéch
plaszczyzn. Co wiecej ich érednice beda réwne, a ich érodki beda lezaly na plaszczyznie jednakowo odleglej od
danych dwéch ptaszczyzn.

Rozwazmy wlasnie przekréj plaszezyzna jednakowo odlegla od danych dwéch plaszczyzn. Otrzymamy w prze-
kroju n — 2 parami styczne okregi o jednakowych érednicach. Jednakze na plaszczyznie co najwyzej 3 okregi
o jednakowych srednicach moga by¢ parami styczne. W takim razie n — 2 < 3, skad n < 5.

26. (Hexlet Soddy’ego) Dane sq trzy parami styczne sfery Ci, Ca, Cs. Rozwazamy lavicuch sfer Sy, Sa, ...,
Sy taki, Ze kazda sfera S; jest styczna do Cy, Co, Cs oraz do sfer S;_1 i S;11. Wykazaé, Ze jesli wszystkie punkty
stycznosct sq rozne orazn > 2, to n = 6.

Rozwigzanie. Inwersja o $rodku w punkcie stycznosci sfer Cy i Cy przeksztalca owe sfery na dwie réwnolegle
plaszczyzny, zas sfer¢ Cs na sfere styczna do tych dwoch plaszczyzn. Pozostale sfery przechodza na tancuch sfer
S; stycznych do plaszezyzn CF, C3 (a wiec przystajacych) oraz do sfery C5 przy czym kazda ze sfer SF jest takze
styczna do sfer S;_; i S7, ;. Takich sfer musi by¢ doktadnie 6.

27. Dane sq cztery parami styczne zewnetrznie sfery, ktorych srodki lezqg na jednej plaszczyinie w. Sfera S jest
styczna do kazdej z tych sfer. Wykazac, zZe stosunek promienia sfery S do odleglo$ci jej srodka od plaszczyzny m jest
réwny 1 : /3.

Rozwigzanie. Spoérdd czterech parami stycznych sfer wybierzmy dowolne dwie i rozwazmy inwersje o sSrodku w punk-
cie ich stycznosci. Inwersja ta przeprowadza plaszczyzne 7 na siebie, a wybrane dwie sfery na dwie réwnolegle
plaszczyzny, ktore sa prostopadle do plaszczyzny w. Pozostate dwie sfery, ktérych srodki leza na plaszczyznie m,
przechodza za$ na dwie sfery, o srodkach lezacych na plaszczyznie m, styczne do tych dwoch plaszczyzn. Ponadto
sfera S przechodzi na sfere styczna do tych dwéch réwnoleglych plaszezyzn oraz do wezesniej otrzymanych dwéch
sfer. W szczegélnosci promienie otrzymanych trzech sfer sa réwne.

Srodki tych sfer tworza tréjkat réwnoboczny, a wiec odleglodé sfery S* od 7* jest réwna /3R, gdzie R jest
promieniem S*. Stosunek promienia sfery S* do odlegloéci od 7* jest réwny 1 : v/3. Pozostaje jeszcze zauwazy¢,
ze na mocy zadania 8 srodek inwersji jest srodkiem pewnej jednokladnosci przeksztalcajacej S na S* i m na 7*,
a wiec dany stosunek sie nie zmienia.

Rzut stereograficzny

28. Udowodnic, ze
a) rzut stereograficzny pokrywa sie z pewng inwersjg w przestrzeni obcieta do sfery S,
b) rzut stereograficzny przeksztalca okrag na sferze niezawierajgcy punktu B na okrgg na plaszczyinie m,
¢) w rzucie stereograficznym przeciwobrazem okregu na plaszczyznie w jest okrag na sferze,
d) rzut stereograficzny zachowuge kqty miedzy okregami.

Rozwigzanie. a) Wybierzmy dowolny punkt X # B nalezacy do sfery S. Niech Y bedzie punktem, w ktérym prosta
BX przecina plaszczyzne m. Udowodnimy, ze BX - BY = BA?.

Jesli X = A to Y = A i nie ma czego dowodzi¢. W przeciwnym razie, skoro punkt X lezy na sferze S, to
/BXA = 90°. Ponadto dana sfera jest styczna do plaszczyzny m w punkcie A, skad wniosek, ze /ZBAY = 90°.
Skoro punkty B, A, X, Y leza na jednej plaszczyznie, to tréjkaty prostokatne BX A i BAY sa podobne. W takim
razie

BX _BA
BA  BY’
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zatem istotnie BX - BY = BA2.

W takim razie dla dowolnego punktu X ze sfery S jego obraz Y w tym przeksztalceniu jest obrazem punktu
X w inwersji wzgledem sfery o érodku B i promieniu BA. Poniewaz rozwazamy tylko punkty ze sfery S, to rzut
stereograficzny jest inwersja obcietg do sfery S.

b),c),d) Skoro rzut stereograficzny jest inwersja obcieta do sfery S, to wszystkie wlasnosci inwersji dotyczace
obiektéw ze sfery S zostaja zachowane przez ten rzut. Zatem okrag roztaczny z punktem B musi przejsé na okrag
i na odwrét (na mocy zadania 2d)). Wlasnos$é zachowywania katéw miedzy okregami wynika natomiast z zadania 4.

29. W przestrzeni dany jest okrgg S i punkt B. Niech A bedzie rzutem prostokgtnym punktu B na plaszczyzne
zawierajgeq S. Dla kazdego punktu D € S rozwazamy punkt Mp — rzut prostokgtny punktu A na prostg BD.
Wykazaé, ze wszystkie punkty Mp lezg na okregu

Rozwigzanie. Rozwazmy rzut stereograficzny sfery o srednicy BA z punktu B. Kazdy punkt Mp lezy na tej sferze,
za$ jego obrazem w tym rzucie stereograficznym jest punkt D. Zatem zbiér punktéw Mp jest przeciwobrazem
zbioru wszystkich punktéw D w tym rzucie stereograficznym. Na mocy zadania 28¢) przeciwobrazem okregu jest
okrag, zatem wszystkie punkty Mp leza na jednym okregu.

30. (Zwardon 2007) Rozstrzygnad, czy istnieje taki skoriczony zbior okregdw na plaszczyznie o parami rozlgceznych
wnetrzach, zZe kazdy z danych okregow jest styczny do dokladnie pieciu sposrod pozostalych okregow.

Rozwigzanie. Rozwazmy dwunastodcian foremny oraz sfere styczna do jego krawedzi (taka sfera ma $rodek pokry-
wajacy sie ze Srodkami sfer wpisanej i opisanej na tym dwunasto$cianie, za$ jej promien jest rowny odleglosci tego
punktu od krawedzi dwunasto$cianu). Czescia wspdlna tej sfery z kazda ze Scian jest okrag wpisany w te Sciane.
W ten sposéb otrzymujemy dwadziescia okregéw o nastepujacej wlasnosci: kazdy z danych okregéw jest styczny do
dokladnie pieciu sposréd pozostalych okregow. Wystarczy teraz wziaé rzut stereograficzny tej sfery z dowolnego
punktu, ktéry nie lezy wewnatrz zadnego okregu i wykorzystaé fakt, ze okregi przechodza na okregi.
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