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Rys. 2

Rys. 3

Udowodnienie stabilnosci tego rysunku,
czyli wyprowadzenie tego faktu

z powszechnie znanych twierdzen
geometrii, nie jest rzeczg prosta. Robi sie
to, uzywajac pojeé geometrii rzutowej.
Mozna tez sprébowaé to sprawdzié
rachunkowo, ale widaé, ile bytoby tu
zmiennych (co najmniej 8 razy po dwie
wspoélrzedne punktéw) i ile réwnan

(12 prostych), z czego wyniknaé by miato
jedno réwnanie trzynastej prostej.

Geometria jest nauka doswiadczalng
Marek KORDOS

W wielu miejscach mozna przeczytaé czy ustyszeé, ze matematyka, a zwlaszcza
geometria jest nauks aksjomatyczna i wszelkie zawarte w niej fakty uzyskuje
sie wtasnie z aksjomatow przez podporzadkowane prawom logiki dowody.

I chyba nikt w rzeczywistosci nie spotkal si¢ w szkole czy na studiach z tak
opisang sytuacja. Nietrudno tez byloby uzasadnié¢, dlaczego tak jest, ale tu
nie bedziemy tego robié, tylko zajmiemy sie kratka wypleciona z wikliny
albo z do$é¢ sztywnych drutéw (takich, z jakich zrobione sa siatki w plotach),
taka jak na rysunku 1.

To, ze jest ona kwadratowa, mozna latwo zmieni¢. Jesli pociagniemy

ja (rzecz jasna, delikatnie) za przeciwlegle rogi, mozemy uzyskaé romb
(gdy ciagniemy w plaszczyznie kratki) albo tez co§ w rodzaju siodla (gdy
zegniemy kratke — rys. 2). W tym drugim przypadku powstaje pytanie,
czy faktycznie w dalszym ciagu prety wiklinowe (czy druty) moga pozostaé
proste, czy tez tylko nam sie tak wydaje.

To, ze faktycznie moga one pozostaé proste, gwarantuje twierdzenie
Gallucciego:

Dane sq dwie trojki prostych skosnych, w ktorych kazda prosta jednej trojki
przecina kazdg proste drugiej trojki. Wowczas kazda prosta przecinajgca
wszystkie proste jednej trojki przecina kazdg prostg przecinajgcg wszystkie
proste drugiej trojki.

Ortodoksyjny geometra powinien w tym momencie
siegnaé po aksjomaty (w wersji Euklidesa, Hilberta,
Tarskiego, Krygowskiej, .. .) i wyprowadzié¢ z nich
to twierdzenie. My, oczywiscie, postapimy inaczej.
Narysujemy (starannie, linijka — inne przyrzady

nie beda potrzebne) rysunek, taki jak rysunek 3.

W ostatnim zdaniu najistotniejszym stowem jest
narysujemy i w nim tkwi to, co uzasadni twierdzenie
Gallucciego.

Nie pisze udowodni w obawie krzyku Beotéw, jakby
powiedziatl Gauss. Bardziej odwazny ode mnie jest
Harold S.M. Coxeter, ktory przedstawione dalej
rozumowanie $miato (i stusznie) nazywa dowodem.

Istotne jest tez to, jak taki rysunek wykonaé. I na czym
polega jego wazna w ponizszych rozumowaniach cecha,
jaka jest stabilnosé.

Zaczynamy od narysowania prostej k. Nastepnie wybieramy dowolny,
nielezacy na niej punkt P i prowadzimy przez niego dowolne trzy proste
przecinajace k (nazwijmy otrzymane punkty przeciecia A, B, C).

Teraz na prostej PA obieramy dowolnie punkt ) i prowadzimy przez niego
dowolne dwie proste przecinajace k (otrzymane punkty nazwijmy D i F)

i nieréwnolegte do dotychczas narysowanych. Ponadto oznaczmy przeciecie
prostej PB z QF przez R, a przecigcie PC z QD przez S. 1 jeszcze niech
przeciecie RS z k nazywa sie F.

Po drugiej stronie k wykonamy PRAWIE taki sam rysunek. Punkt P’
obieramy dowolnie. Na prostej P'F dowolnie obieramy punkt @Q’. Przeciecie
prostej P'D z Q'C oznaczamy przez R’, a przeciccie P'E z Q'B przez S’.

I teraz okazuje sie (prosze sprawdzié, najlepiej wielokrotnie, réznie obierajac
poczatkowe punkty), ze punkty R’, S’ i A leza na jednej prostej.

To, ze tak sie zawsze zdarzy, nazywa sie wladnie stabilnoscia rysunku.
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Pomyst, by nie rysowaé prostych,

o ktérych orzeka dowodzone twierdzenie,
byt lansowany przez — zdaniem wielu,
najwiekszego geometre XIX wieku —
Jacoba Steinera. Glosil on, ze rysunek
tylko rozprasza mys$li i moze nasuwaé
falszywe intuicje.

Pl

UWAGA! To nie jest rysunek, a tylko
schemat pokazujacy zaleznosci. Sytuacja
rzeczywista tak nie wyglada.

Uiy

No wtasnie: skoro tak jest zawsze, to mozemy postapi¢ jak przyrodnicy
i uznaé to za prawo przyrody, a takie nie wymagaja dowoddéw.

Spostrzezenie o stabilnosci bedzie nam potrzebne, aby$Smy mogli uznad,
ze dowodzac czego$ dla tych konkretnych punktéw, dowodzimy tego dla
dowolnych punktéow powigzanych wskazanymi wyzej zaleznosciami.

Teraz dokonamy calkiem realnej operacji: zegniemy pod pewnym katem
kartke z rysunkiem 3 wzdtuz prostej k. Oczywiscie, wyglada to nadal
tak samo, wiec mozemy nadal korzysta¢ z rysunku 3.

Jako jedng z tréjek prostych skosnych, o ktérych mowia zatozenia twierdzenia
Gallucciego, wezmy PQ’, P'Q i RS, jako drugg — PQ, P'Q’ i R'S. Czytelnik
Spostrzegawczy zauwazy, ze na rysunku nie ma tych prostych — to stuszna
uwaga, ale ich narysowanie czynitoby rysunek zupelnie nieczytelnym

(nie wiadomo byloby, ktére linie przecinaja sie, a ktére mijaja), a przeciez

i tak o tych (niewidzialnych) prostych mozemy wiele powiedzieé.

Mozemy np. sprawdzié, ze proste w kazdej trdjce faktycznie sa skosne.
Sprawdzmy to dla PQ’ i P'Q (pozostawiajac pozostale 5 sprawdzen
Czytelnikowi). Gdyby te proste lezaly na jednej plaszczyznie, na jednej
plaszczyznie lezalyby punkty P, @, A, F', P'1@Q’, a wiec kartka nie bylaby zgieta.

Mozemy tez sprawdzi¢, ze kazda z prostych pierwszej tréjki przecina kazda
z drugiej tréjki. Sprawdzimy to dla PQ’ (jak poprzednio, pozostawiajac
pozostale 6 sprawdzen Czytelnikowi) — dla wspomozenia wyobrazni
przedstawiamy obok schemat powstalej sytuacji. PQ’ z PQ ma wspdlny
punkt P, a z P'QQ" wspdlny punkt ’. Trzecie sprawdzenie jest mniej
banalne: poniewaz QS i P'R’ maja wspolny punkt D, wigc leza na jednej
plaszczyZnie i na tej plaszczyZnie poprowadzone sg proste P'Q i R'S

— gdyby byly przypadkiem réwnolegle, wystarczy jeden z punktéw na tej
plaszczyZnie odrobing przesunaé (tu korzystamy ze stabilnosci!).

Tak wiec (wraz z Czytelnikiem) uzyskaliémy dziewie¢ punktéw zaznaczonych
na schemacie czarnymi kropkami.

Polézmy teraz poprzeczke na pierwszej tréjce prostych (po angielsku transversal
jest pelnoprawnym terminem geometrycznym) przechodzaca przez R.

Poniewaz poprzeczka ta przecina PQ’, wigc lezy na plaszczyznie RPQ’,
czyli na RBQ' (RP i RB to ta sama prosta). Analogicznie, skoro przecina
P’'Q, wicc lezy na plaszczyznie RP'Q, czyli RP'E. Zatem ta poprzeczka to
przeciecie plaszczyzn RBQ' i REP’, czyli prosta RS’, bo proste BQ' i EP’
przecinaja sie¢ w S’

7Z kolei potézmy na drugiej trdjce prostych skosnych poprzeczke
przechodzaca przez R’. Lezy ona na R'PQ, czyli R'AQ i na R'P'Q’, czyli
R'AQ’, a wiec — jak widaé, jest prosta R’A. Nietrudno zauwazyé, ze R'A
przechodzi przez S’, a wiec poprzeczki maja punkt wspdlny, mianowicie S’.
* * *
Nietrudno wyobrazié sobie, ze przedstawiony wyzej dowdd nie wszystkich
przekonal. Formalistom brakowalto zapewne odwotania nie tyle moze do
aksjomatéw, co do jakich$ powszechnie uznanych za pewne, a takze za
normalne, twierdzen — takich, na ktore moglibySmy si¢ powotywacé, bez
obawy, ze nasz egzaminator ich nie zna. Realistow mogto zrazi¢ zagmatwanie
sytuacji, w ktérej rysujemy proste, o ktorych uzasadniane twierdzenie sie
nie wypowiada, by nie rysowa¢ prostych, o ktérych méwi — i to wszystko
jakoby dla wiekszej przejrzystosci.

Ale, jako sie rzeklo, geometria jest nauka doswiadczalna. Inzynierowie
umocowali sze$¢ zbrojonych betonowych belek w sposdb spetniajacy
zalozenia twierdzenia Gallucciego i, faktycznie, mozna bylo na nie ktasé
nastepne belki, zgodnie z tym twierdzeniem. Tak powstal dach przystanku
kolejowego Warszawa Ochota. Twierdzenie zatem jest prawdziwe.
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Rys. 4

Ksiega Szkocka to brulion, w ktérym
matematycy lwowscy i ich goscie

z najrézniejszych krajéow od 17 lipca

1935 roku do 31 maja 1941 roku zapisywali
przychodzace im do glowy problemy. A byto
ich niemalo, jako ze brulion miescil si¢

w lokalu gastronomicznym, w ktérym lubili
spedzaé czas, a ktéry nazywal sie wladnie
Szkocka. Brulion — réwniez z pézniejszymi
komentarzami i wyjasnieniami — zostal
wydany w jezyku angielskim, w 1981 roku
w Kanadzie.

Rozwigzanie zadania M 1367.
Mamy
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Podobnie,
y+\/y2+1l=4/224+1—2z.

Dodajac te réwnoéci stronami,
otrzymujemy teze.

Postscriptum 1 (o takich dowodach). W podobny sposéb mozna dowiesé
np. nastepujacego twierdzenia:

co najmniej jeden z rzutow prostokgtnych srodka cieZkosci czworoscianu na
plaszczyzny jego Scian lezy wewnqgtrz sciany.

W przeciwnym bowiem razie ten czworoscian potozony na stole bez konca by
sie przewracal.

Postscriptum 2 (o innej kratce z patyczkow). Jesli polaczymy pionowymi
patyczkami dwa poziome jednakowe okregi, a nastepnie obrécimy jeden

z tych okregow o jaki$ kat, to otrzymamy jedna z dwoch ,,gérnych” sytuacji
z rysunku 4 — w zaleznosci od tego, w ktéra strone bedziemy obracad.

Nie potrzeba specjalnej wyobrazni, by nalozy¢ jeden rysunek na drugi,

a nawet zrealizowa¢ to, co wyjdzie, wiklina lub drutem. Taka kratka jest
np. konstrukcja nosna miejskiej wiezy cinien w Ciechanowie.

Tym, ktorzy z pewnym dystansem odniedli sie do catego tego tekstu,
przyjemnie bedzie przeczytaé, ze administracja Ciechanowa tez z dystansem
odnosi sie do tej budowli.

Postscriptum 3 (moze jednak troche formalizmu). Pewna Mloda Dama
po przeczytaniu wersji wstepnej tego tekstu powiedziata, ze to chyba
wiele hatasu o nic, bo o obu tych powierzchniach jest mowa na I roku
studiéw matematycznych w ramach algebry liniowej — sa to paraboloida
hiperboliczna i hiperboloida jednopowlokowa, o wygodnych réwnaniach

r—y?+22=0 i 2=y -2+ 1=0.
Rzeczywiscie, to sg te powierzchnie, ale pamietam, ze — gdy bytem na I roku
— stwierdzenie, ze to takie geste kratki, zrobitlo na mnie wrazenie i chcialem
sie dowiedzie¢, czy to mozna jako$ zobaczy¢, a nie tylko wyliczy¢.

Postscriptum 4 (Wieley tez o tym myéleli). Okazuje sig, ze sprawa kratek
nekala tez Hugona Steinhausa. W Ksiedze Szkockiej sa az cztery postawione
przez niego problemy na ten temat. Oto one.

Problem 44. Ciggla funkcja z = f(x,y) przedstawia powierzchnie, przez
ktorej kazdy punkt przechodzq dwie proste catkowicie na niej lezgce. Wykazaé,
ze to jest paraboloida hiperboliczna. To samo bez zatoZenia cigglosci.

I jest dopisek z 30 lipca 1935 roku: Ten problem pozytywnie rozstrzygnagl
Banach, rowniez bez zalozenia cigglosci. Dowdd opiera sie na spostrzezeniu,
ze dowolne dwie proste tej powierzchni albo sie przecinajq, albo ich rzuty na
plaszczyzne xy sq¢ rownolegle.

Problem 61. Wyznaczyé powierzchnie z = f(x,y), takie, zZe przez kazdy ich
punkt przechodzq dwie przystajgce krzywe plaskie catkowicie na nich leZgce
(mocniej: przez kazdy punkt takie same).

Dopisek Stanistawa Ruziewicza (z 31 lipca 1935 roku): Wszystkie powierzchnie
obrotowe majq te wlasno$c; nie wiadomo, czy tylko one.

Problem 78, 2 sierpnia 1935 roku. ZnaleZé wszystkie powierzchnie
o nastepujgce] wlasnosci: przez kazdy punkt przechodzq dwie krzywe catkowicie
na nich lezqce i przystajgce odpowiednio do krzywych A i B (np. takjest na walcu).

Tu koledzy zawiedli — brak odpowiedzi do dzisiaj.

Problem 81 (z 6 sierpnia 1935 roku) tez jest na ten temat, ale jest postawiony
tak zawile, ze komentator w wydanej pod redakcja R. Daniela Mauldina

The Scottish Book ograniczyl si¢ do podania kilku mozliwych interpretacji
zadanych w nim pytan i (co jest calkowitym w tej ksiazce ewenementem)
podpisal sie nic nieznaczacym pseudo: Recenzent.

Po tych wszystkich wyjasnieniach
czuje sie usprawiedliwiony z napisania tego tekstu, M. K.
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