Kacik przestrzenny (8) Katy plaskie w przestrzeni

Tym razem opowiemy o katach w przestrzeni, a doktadniej o tym, jak
rozwigzywaé zadania zawierajace nierownosci miar katow w przestrzeni.

W zadaniach pojawiaja sie dwa typy katéw — plaskie i dwuscienne. Ten odcinek
poswiecimy katom plaskim, a o dwusciennych opowiemy nastepnym razem.

W zadaniach z nieréwnosciami dotyczacymi katéow plaskich nie ma wielkiej
filozofii, nalezy zapamietaé jedno wazne twierdzenie i jeden prosty wniosek —
wlagnie od nich rozpoczniemy.

S Twierdzenie 1. W dowolnym kqcie trojsciennym kazdy z kgtow plaskich jest
\ mniejszy od sumy dwoch pozostalych kgtow.
7

Dowadd. Mamy wykazaé, ze w kacie tréjsciennym SABC o wierzchotku S
zachodzi nier6wnos$é¢ < ASB + < BSC > < ASC (rys. 1). Przyjmijmy, zZe
JASC > <BSC (w przeciwnym przypadku nie ma czego dowodzi¢). Niech B’

A ¢ bedzie punktem lezacym wewnatrz Sciany ASC, takim ze <CSB' = <CSB
i SB’ = SB. Mozna, oczywiscie, przyjaé, ze punkt A lezy na prostej B'C.
Wtedy z nieréwnosci trojkata mamy AB + BC' > AC, skad otrzymujemy, ze

B AB > AB'. Tréjkaty ASB i ASB’ maja dwa boki réwne, a trzeci w pierwszym

jest wiekszy, skad wniosek, ze < ASB > < ASB’ (np. na mocy twierdzenia

Rys. 1 cosinuséw). To za$ dowodzi naszej nier6wnosci.

Twierdzenie 2. W dowolnym wypuklym kqcie brytowym suma kqtow plaskich
jest mniejsza od 360°.

Dowadd. Przyjmijmy, ze dany kat brytlowy o wierzchotku S tworzy n Scian. Niech

A1 A, ... A, bedzie wielokatem powstalym z przeciecia $cian tego kata plaszczyzna.

Korzystajac z poprzedniego twierdzenia dla ¢ = 1,2, ..., n, dostajemy nieréwnosci
LA AS + LSAA 1 > XA 1 AA L.

Dodajac je wszystkie stronami, otrzymamy po lewej stronie n - 180° — d, gdzie

d oznacza sume katow plaskich danego kata brylowego, a po prawej sume katow
A, wielokata A1 Ay ... Ay, czyli (n —2)-180°. Stad wynika, ze d < 360°.

A Ay Dowdd twierdzenia 2 wskazuje, ze czasem, zamiast patrze¢ bezpos$rednio

na interesujacy nas kat, warto spojrze¢ na dwa pozostale katy trojkata

Rys. 2 i dla nich stosowaé twierdzenie 1. Wykorzystamy nasza wiedze do rozwiazania
nastepujacego zadania.

D 1. (OM 55-1-8) Punkt P lezy wewnqgtrz czworoécianu ABCD. Dowie$é, ze

XAPB + <BPC + <CPD + <DPA > 360°.
Q
Rozwigzanie. Przyjmijmy, ze plaszczyzna ABP przecina krawedz C D
w punkcie @ (rys. 3). Stosujac twierdzenie 1, otrzymujemy

IBPC+ 4<CPQ > <BPQ oraz <DPQ+ <DPA > <APQ.
)-» C . . . .
A Poniewaz < CPQ + <DPQ = <xCPD, wiec dostajemy
XAPB + <BPC + <CPD + <DPA > <APB + <BPQ + < APQ = 360°.
B Jak nietrudno zauwazy¢, z powyzszego zadania wynika ogdélniejszy rezultat,

ktéry byt tredcia jednego z zadan na III Austriacko-Polskich Zawodach
Matematycznych:

XAPB+ <BPC+ <CPA+ XAPD + <BPD + <CPD > 540°.

Rys. 3

Zadania

2. (ZWARDON 2001) Udowodnié, zZe w dowolnym czworo$cianie istnieje
wierzcholek, przy ktorym wszystkie kqty plaskie sq ostre.

3. (YUG 1985) Niech P bedzie dowolnym punktem wewngtrz czworodcianu
ABCD. Dowie$é, ze

LAPB+ <BPC+ <CPA > XADB + <BDC + <CDA.

Wiecej zadan na internetowej stronie Delty.
Michal KIEZA
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