17

POl
g\\‘

W deltoidzie 15 rozwigzaliSmy zadanie 2,
skladajac jednokladnosci.

Rys. 1. O; — $rodek okregu o,
r; — promiefi okregu o;.

Dwie nieréwnolegte plaszczyzny
przecinaja si¢ wzdluz prostej.

Rys. 4. Pozioma plaszczyzna — laka,
na niej szare drogi dwéch wedrowcow,
ktérzy spotykaja sie w punkcie A.
Pionowa 0§ — czas; kolorowe proste

— trajektorie tych dwéch wedrowcow
w czasoprzestrzeni, przecinajg si¢ one
w punkcie B i wyznaczaja kolorowa
plaszczyzne T'.

Rozwigzanie na stronie www.om.edu.pl,
w broszurce z Obozu Naukowego OM
z 2004 r.

Wyjscie w przestrzen  Joanna JASZUNSKA

Zadania ze stereometrii czesto uwaza sie za trudne i upraszcza przez ,splaszczanie”:
siatki, rzuty, przekroje. .. Czasem warto zdoby¢ si¢ na odwage i, przeciwnie,
rozwigzywaé zadanie plaskie, ,wychodzac” w przestrzen tréjwymiarowa.

1. Posadz 10 drzew tak, by utworzyty 10 rzedow po trzy drzewa.

2. Okregi 01, 09, 03 sa rozlaczne zewnegtrznie. Te dwie styczne do o7 i 09, ktore
nie rozdzielaja tych okregdw, przecinaja sie w punkcie Az. Analogicznie definiujemy
punkty A; i Ay (rys. 1). Wykaz, ze punkty A, As, A3 sa wspélliniowe.

3. Czterej wedrowcy ida po plaskiej tace. Kazdy z nich maszeruje prosto
przed siebie ze swoja stala predkoscia. Z drog, ktorymi ida, zadne dwie nie sa
réwnolegle ani zadne trzy nie przecinaja sie w jednym punkcie. Udowodnij, ze
jesli ma miejsce pie¢ sposrod szesciu mozliwych spotkan wedrowcéw, to szdste
spotkanie tez musi nastapic.

Rozwigzania

R1. PosadZmy drzewa jak na rysunku 2.

Rys. 2. Najpierw sadzimy 7 drzew oznaczonych e, Rys. 3. Twierdzenie Desarguesa: punkty e leza
nastepnie w punktach przecigcia odpowiednich na jednej prostej.

par prostych sadzimy pozostale trzy drzewa

(oznaczone o).

Czy trzy wyréznione punkty leza na dziesiatej, brakujacej nam do kompletu
prostej? Tak, a orzeka to twierdzenie Desarguesa. Aby je udowodnié, spdjrzmy
na rysunek 2 jako na ptaski obraz przestrzennego kata tréjsciennego, przecigtego
dwiema kolorowymi plaszczyznami (rys. 3). Interesujace nas punkty naleza do
obu tych plaszczyzn przekrojéw, zatem takze do ich wspélnej prostej, co konczy
dowdd. O

R2. Jesli O1, 05,03 sa na jednej prostej, to Ay, As, A3 tez na niej sa. Zalézmy
wiec, ze $rodki okregéw nie sa wspotliniowe. Plaszczyzne zawierajaca dane
okregi oznaczmy przez II. Niech punkty Py, Ps, P3 wszystkie leza po jednej
stronie plaszczyzny II tak, ze dla kazdego ¢ rzutem punktu P; na II jest O;
oraz P;0O; = r;. Punkty P; nie sg wspolliniowe, bo O; nie sa. Niech II' bedzie
plaszczyzna wyznaczona przez P;. Nie jest ona rownolegta do II, bo 7; sa rézne.
Zatem II i I przecinaja sie wzdluz pewnej prostej.

Okregi 01 i 09 sa jednokladne wzgledem As, wieec A301/A305 =11 /re =

= P10,/ P,05. Stad punkty As, Py, P> sa wspdlliniowe, czyli punkt As lezy
na plaszczyznie Il'. Lezy tez na II, wiec nalezy do ich wspélnej prostej.
Analogicznie naleza do niej punkty A; i As, co konczy dowdd. O

R3. Wprowadzmy o$ czasu prostopadla do laki i rozwazmy trajektorie
wedrowcow w tej tréjwymiarowej czasoprzestrzeni. Sa one polprostymi,
poniewaz predkosci marszu sg state. Spotkanie wedrowcdéw oznacza, ze obaj
sa jednoczesnie w miejscu przeciecia ich dréog. W naszym tréojwymiarowym
modelu to oznacza, ze ich trajektorie sie przecinaja (rys. 4).

Trajektoria kazdego wedrowca, ktory spotyka sie z dwoma z rysunku 4, tez musi
leze¢ na plaszczyznie I'. Jedli ma miejsce pieé¢ z szesciu mozliwych spotkan, to
na I" leza wszystkie cztery trajektorie przestrzenne. Wtedy powstaje tez szosty
punkt przeciecia trajektorii, ktéry odpowiada ostatniemu spotkaniu. O
Dodatkowo mozna wykazac¢, ze w kazdej chwili wszyscy wedrowcy znajduja sie
na jednej prostej. Prosze sprobowac!
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