Katy dwuscienne — zadania

1. Udowodnié, ze w dowolnym czworoscianie suma miar katow dwusciennych przy wszystkich krawedziach jest
mniejsza od 540°. Wykaza¢ dodatkowo, ze oszacowanie to oraz oszacowanie dolne przez 360° (patrz artykul) sa
optymalne.

2. Udowodni¢, ze w kazdym kacie tréjSciennym miara dowolnego z trzech katéw dwusciennych powiekszona o 180°
jest wieksza od sumy miar pozostalych dwéch katéw dwusciennych.

3. Udowodnié¢, ze suma katéw dwusciennych wypuklego kata brytowego posiadajacego n Scian jest wieksza niz
(n —2)-180°.

4. W pewnym wypuklym kacie brylowym suma katow ptlaskich jest réwna sumie katéw dwusciennych. Wykazaé,
ze ten kat jest katem trojéciennym.

5. Wykazaé, ze jedli wszystkie katy plaskie pewnego kata tréjSciennego sg rozwarte, to wszystkie katy dwuscienne
tego kata tréjSciennego réwniez sa rozwarte.

6. Wykazaé, ze jesli wszystkie katy dwuscienne pewnego kata tréjsciennego sa ostre, to wszystkie katy ptaskie
tego kata tréjSciennego rowniez sa ostre.

7. (OM 34-111I-6) Wykazaé, ze jeSli w pewnym czworoécianie wszystkie katy dwuscienne sa ostre, to wszystkie
$ciany tego czworo$cianu sg trojkatami ostrokatnymi.

8. (OM 45-1-12) Wykazaé, ze sumy przeciwleglych katéw dwusciennych czworoscianu sa réwne wtedy i tylko
wtedy, gdy sumy dlugosci przeciwleglych krawedzi sa rowne.

Wsk.: Udowodnié, ze sumy dlugosci przeciwleglych krawedzi czworoécianu sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nieje sfera styczna do wszystkich krawedzi czworoscianu.

9. W czworoécianie ABCD katy dwuscienne przy krawedziach AB i CD sg réwne oraz katy dwuscienne przy
krawedziach BC' i AD sg réwne. Dowie$é, ze AB =CD i BC = AD.

10. W ostrostupie ABCDS zachodzi AS = BS = CS = DS. Udowodnié¢, ze suma katéw dwusciennych przy
krawedziach AS i C'S jest réwna sumie katéw dwusciennych przy krawedziach BS i DS.



Rozwigzania

1. Udowodnié, ze w dowolnym czworoécianie suma miar kgtow dwuSciennych przy wszystkich krawedziach jest
mniejsza od 540°. Wykazaé dodatkowo, ze oszacowanie to oraz oszacowanie dolne przez 360° (patrz artykul) sq
optymalne.

Rozwigzanie. Niech O bedzie srodkiem sfery wpisanej w ten czworoscian, a O1, Oz, Oz, O4 — jego rzutami pro-
stokatnymi na Sciany tego czworodcianu. Zauwazmy, ze kazdy z katéw O;O00; jest dopelnieniem do 180° kata
dwusciennego przy wspoélnej krawedzi scian, do ktérych sfera wpisana jest styczna w punktach O; i O;. Teza
zadania jest wtedy réwnowazna

/01004 + L01003 + 01004 + 02003 + L02004 + LO3004 > 540°.
Wystarczy, jesli pokazemy, ze
010049 + LO2003 + LO3004 + L0400, > 360°.

Teza wynika natychmiast z dodania stronami tej i dwéch analogicznych réwnoscei (dowdd tego faktu jest réwniez
w artykule z poprzedniego kacika).
Przyjmijmy, ze plaszczyzna O100; przecina krawedz O30, w punkcie Q). Otrzymamy

L02003 + L030Q > LO20Q oraz L0,0Q + L04001 > LO10Q.
Poniewaz /030Q + /0,0Q = /0300y, wiec dostajemy
L01003 + LO2003 + LO3004 + LO4001 > L0100 + LO20Q + LO10Q = 360°.
Dowdd optymalnoéci:

Rozwazmy dowolny czworokat wypukly ABCD’. Przyjmujac, ze D jest bardzo blisko punktu D’ dochodzimy
do wniosku, ze katy dwuscienne przy krawedziach AC' i BD sa dowolnie bliskie 180°, a pozostale katy dwuscienne
sa dowolnie bliskie 0°. To konczy dowdd, ze 360° jest najlepszym oszacowaniem dolnym. Dla uzasadnienia opty-
malnosci oszacowania gérnego zalézmy, ze punkt D’ lezy wewnatrz tréjkata ABC. Biorac punkt D bardzo blisko
D’ stwierdzamy, ze katy dwuscienne przy krawedziach AD, BD, C'D sg dowolnie bliskie 180°, a pozostale katy
dwuscienne sa dowolnie bliskie 0°.

2. Udowodnié, ze w kazdym kaqcie trojsciennym miara dowolnego z trzech kgtow dwusciennych powiekszona o 180°
jest wieksza od sumy miar pozostalych dwoch kqetow dwusciennych.

Rozwigzanie. Oznaczmy miary danych katow dwusciennych przez «, (3, 7. Rzutujac dowolny punkt P lezacy we-
wnatrz tego kata na plaszczyzny wyznaczone przez Sciany tego kata otrzymamy wypukly kat brylowy, ktérego katy
plaskie sa rowne dopelnieniom do 180° odpowiednich katéw dwudciennych danego kata brylowego. Miara kazdego
z tych katéw plaskich jest mniejsza od sumy miar dwoch pozostatych katéow. Stad wynika nieréwnosé

180° — v < (180° — 3) + (180° — )
oraz dwie analogiczne. Natychmiast stad otrzymujemy
B+v<180° 4+, 7+a<180°+03, a4+ <180°+ 1.

3. Udowodnié, Ze suma kqtow dwusciennych wypuklego kqgta brylowego posiadajacego n Scian jest wieksza niz

(n —2) - 180°.

Rozwigzanie. Rzutujac dowolny punkt P lezacy wewnatrz tego kata na plaszczyzny wyznaczone przez Sciany tego
kata otrzymamy wypuktly kat brylowy, ktérego katy plaskie sa réwne dopelieniom do 180° odpowiednich katow
dwusciennych danego kata brylowego. Jesli przez s oznaczymy sume katéw dwusciennych pierwszego kata, to suma
katow plaskich drugiego kata bedzie rowna n - 180° — s. Ponadto zachodzi nieréwnosc

n-180° — s < 360°,
skad bezposrednio wynika teza.

4. W pewnym wypuklym kgcie brylowym suma kgtow plaskich jest rowna sumie kgtéow dwusciennych. Wykazad,
ze ten kqt jest kgtem troj$ciennym.



Rozwigzanie. Niech n bedzie liczba S$cian danego kata brylowego. Wtedy suma katéw dwusciennych jest réwna
(n—2)-180° (na mocy zadania 3). Wiadomo réwniez, ze suma katéw plaskich dowolnego wypuklego kata brylowego
jest mniejsza od 360°. Stad i z warunkéw zadania otrzymujemy nieréwnosé

(n—2)-180° < 360°,

skad natychmiast wynika, ze n < 4, a zatem dany kat musi by¢ katem tréjSciennym.
7 drugiej strony nietrudno wskaza¢ kat tréjScienny spelniajacy warunki zadania — np. kat trojécienny w sze-
Scianie (wszystkie katy plaskie i dwuscienne sa réwne 90°).

5. Whykazac, Ze jesli wszystkie kqty plaskie pewnego kgta tréjSciennego sq rozwarte, to wszystkie kqgty dwuscienne
tego kqta trojsciennego réowniez sq rozwarte.

Rozwigzanie. Rozwazmy kat trojécienny SABC o katach ptaskich przy wierzchotku S rozwartych, przy czym punkty
A1 B sa tak wybrane, ze ABLCS. Niech ponadto D bedzie rzutem prostokatnym B na SC (czyli D jest tez rzutem
prostokatnym A na SC). Niech SA = a, SB =b, /ASD = «, /BSD = 3, /ASB =~ oraz LADB = . Wtedy
AD =asina i BD = bsin 3. Stosujac twierdzenie cosinuséw dla tréjkatéw ABS i ABD mamy

a? +b% — 2abcosy = a?sin® o + b? sin? 3 — 2absin asin 3 cos ¢,

skad
a® cos? o 4 b? cos? f = 2ab(cosy — sin asin 3 cos @),

zatem 0 > cos~y > cosp, czyli kat dwuscienny miedzy Scianami ASC' i BSC jest rozwarty. Podobnie dowodzimy
dla pozostalych par Scian.

6. Wykazaé, ze jesli wszystkie katy dwuscienne pewnego kqta trojsciennego sq ostre, to wszystkie kqty plaskie tego
kqta trojsciennego rowniez sq ostre.

Rozwigzanie. Jesli zrzutujemy dowolny punkt P wewnatrz tego kata dwusciennego na plaszczyzny zawierajace je-
go $ciany, to otrzymamy kat dwudcienny, ktérego katy plaskie sa dopelnieniami do 180° katéw dwusciennych tego
pierwszego, za$ katy dwuscienne sg dopelnieniami do 180° katéw plaskich. Teza wynika wiec z poprzedniego zadania.

7. (OM 34-I11I-6) Wykazaé, ze jesli w pewnym czworoScianie wszystkie kqty dwuscienne sq ostre, to wszystkie
Sciany tego czworoscianu sq trojkgtami ostrokgtnymi.

Rozwigzanie. Teza natychmiast wynika z zadania 6.

8. (OM 45-1-12) Wykazal, ze sumy przeciwleglych kgtow dwusciennych czworodcianu sq réwne wtedy i tylko
wtedy, gdy sumy diugo$ci przeciwleglych krawedzi sq réwne.

Wsk.: Udowodnic, Ze sumy dlugosci przeciwleglych krawedzi czworoscianu sq rowne wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje
sfera styczna do wszystkich krawedzi czworo$cianu.

Rozwigzanie. Przyjmujemy oznaczenie /(XY Z,XYT) — kat dwuscienny miedzy plaszczyznami XY Z i XYT.
Rozwazmy czworoscian ABCD. Udowodnimy najpierw, ze AB+CD = BC + AD wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
sfera styczna do krawedzi AB, BC, CD, DA oraz BD.

Dowéd. Mamy AB + CD = BC + AD wtedy i tylko wtedy, gdy okregi wpisane w trojkaty ABD i BC'D sg
styczne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje sfera styczna do krawedzi AB, BC, CD, DA oraz BD.

Teraz dowiedziemy, ze jesli istnieje sfera styczna do krawedzi AB, BC, CD, DA oraz BD, to suma katow
dwusciennych przy krawedziach AB i CD jest réwna sumie katéw dwuéciennych przy krawedziach BC i AD.

Dowdéd. Zatézmy, ze sfera o srodku S jest wiec styczna do krawedzi AB, BC, CD, DA oraz AC odpowiednio
w punktach K, L, M, N oraz O. Czworoscian SKN A ma plaszczyzne symetrii wyznaczong przez krawedz AS i
$rodek krawedzi K N. To oznacza, ze

L(ABD,ADS) = /(ABD,ABS) = a.
Podobnie dowodzimy, ze

/(ABC,ABS) = /(ABC,BCS) = 3,

/(BCD,BCS)=/(BCD,CDS) =+,

/(ADC,CDS) = L(ADC,ADS) = 6.

Wystarczy jeszcze zauwazyé, ze /(ABC,ABD) = a+ 8, /(CDA,CDB) = v+ 6, /(BCA,BCD) = g+ v i
L(ADB,ADC) = a+3.



Dowdd w druga strone prowadzimy niewprost. Zalézmy wiec, ze suma katéw dwusciennych przy krawedziach
AB i CD jest réwna sumie katow dwusciennych przy krawedziach BC i AD. Rozwazmy sfere zawierajaca okrag
wpisany w trojkat ABD i styczna do polprostej BC' ™. Czescig wspdlng tej sfery z ptaszczyzna BC' D jest pewien
okrag styczny do krawedzi BD i polprostej BC ™. Zaldézmy, ze prosta przechodzaca przez D i styczna do tego
okregu przecina poélprosta BC— w punkcie C' (zalézmy bez straty dla ogdlnosei, ze C € BC”’). Wtedy na mocy
poprzednio udowodnionej implikacji mamy

/(ABC,ABD) — /(BC'A,BC'D) = /(ADB,ADC") — /(C'DA,C'DB).
Z drugiej strony na mocy zalozenia mamy
/(ABC,ABD) — /(BC'A,BC'D) = /(ADB,ADC) — /(CDA,CDB).
Zatem
L(ADC,ADC") = /(ADC,ADB) — /(ADC',ADB) = /(CDA,CDB) — /(C'DA,C'DB) =

= /(CDA,CDB) + £(C'DA,C'DC)) — 180°.

Jednakze jesli C' # C’, to na mocy zadania 2 otrzymujemy
/(ADC,ADC") > /(CDA,CDB) + /(C'DA,C'DC) — 180°.

Zatem C = C’, co konczy dow6d w druga strone.

Udowodnili$émy zatem, ze AB+ CD = BC + AD wtedy i tylko wtedy, gdy suma miar kgtow dwusciennych przy
krawedziach AB i CD jest réowna sumie miar kgtow dwusciennych przy krawedziach BC' i AD. Podobne rozumo-
wanie przeprowadzione dla dwéch innych par przeciwlegltych krawedzi da nam teze zadania.

9. W czworoscianie ABCD kqgty dwudcienne przy krawedziach AB i CD sq réwne oraz kgty dwuScienne przy
krawedziach BC i AD sq réwne. Dowiesé, ze AB =CD i BC = AD.

Rozwigzanie. Wykorzystamy nastepujacy fakt: dwa katy trdjécienne, ktére maja réwne odpowiednie katy dwuscien-
ne przy ich ramionach, sa przystajace (w szczegdlnodci maja réwne odpowiednie katy plaskie).

Dowdd. Biorac dla obu katéw ich katy dopelniajace stwierdzamy, ze wystarczy wykazac, ze dwa katy tréjscienne,
ktére maja réwne odpowiednie katy plaskie miedzy ramionami, sa przystajace. Niech S bedzie wierzcholtkiem
pierwszego z nich, a punkty A, B, C niech lezg na jego ramionach. Niech ponadto S’ bedzie wierzcholkiem drugiego
i na odpowiednich ramionach wybierzmy takie punkty A’, B/, C’, ze SA = SA’, SB=SB’, SC = SC’. Stad i z
danych réwnoéci katowych wnosimy, ze czworoSciany SABC i SA’B’C’ maja odpowiednie $ciany przy wierzchotku
S przystajace, zatem i one sg przystajace. To za$ oznacza, ze ich katy trdjScienne przy wierzchotku S réwniez sa
przystajace, co konczy dowdd faktu.

Korzystajac z danego faktu dla czworoscianu ABC'D wnosimy, ze katy trojécienne BACD i DCAB sa przy-
stajace, skad /ABD = /BDC i /ADB = /CBD. Stad wniosek, ze tréjkaty ABD i CDB sa przystajace, wiec
AB=CDiBC = AD.

10. W ostrostupie ABCDS zachodzi AS = BS = CS = DS. Udowodnié, ze suma kgtow dwuSciennych przy
krawedziach AS 1 CS jest réwna sumie kgtéow dwuSciennych przy krawedziach BS i DS.

Rozwigzanie. Niech O bedzie spodkiem wysokosci tego ostrostupa poprowadzonej z wierzchotka S. Tréjkaty prosto-
katne ASO, BSO, CSO, DSO sa przystajace, skad wniosek, ze O jest srodkiem okregu opisanego na czworokacie
ABCD.

Zauwazmy, ze czworoScian ABOS jest symetryczny wzgledem plaszczyzny przechodzacej przez krawedz SO i
srodek krawedzi AB, skad wynika, ze katy dwuscienne miedzy plaszczyzna ABS i plaszczyznami AOS oraz BOS
sg rowne. Podobny wynik dowodzimy dla ptaszczyzn BC'S, CDS i DAS, skad tatwo wynika teza.



