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Rys. 1

Rozwigzanie zadania M 1655.
Poniewaz 1 oraz —1 sa liczbami
nieparzystymi, wiec w kazdej z par
zerujacych liczby k i [ sg réznej
parzystosci. To oznacza, ze takich par
jest co najwyzej tyle, co zbioréw
{k,1} C{1,2,...,2n} z jedng liczby
parzysta i jedng nieparzysta. Tych
ostatnich jest dokladnie n?.

Uwaga. Mozna zauwazy¢, ze przyjmujac
np. a; = (=1)*dlai=1,2,...,2n,

uzyskujemy dokladnie n? par zerujacych.

Trysekcja kata w Geometrii Kartezjusza
Grzegorz LUKASZEWICZ*, Mikotaj SIERZEGA*

Celem tego artykutu jest przyblizenie Czytelnikowi zagadnien i metod
matematyki XVII wieku na przykladzie zadania trysekcji kata i jego
rozwigzania przez Kartezjusza. Przeplataja sie tu metody geometryczne
z algebraicznymi.

Zadanie. Podzieli¢ dany kat na trzy rowne czedci.

Zadanie jest geometryczne i wymagana jest konstrukcja rozwiazania (odcinka).
W metodzie zaproponowanej przez Kartezjusza w traktacie Geometria,
rozwiazanie tego typu zadan przebiega w dwdch krokach: analiza (resolutio)

i synteza (compositio), w nastepujacym ujeciu.

Analiza to ulozenie réwnania algebraicznego. Sktada sie z dwdch punktéw:

(a) Dla danego zadania geometrycznego zakladamy, ze wymagana
konstrukcja jest juz dokonana i robimy odpowiadajacy zadaniu rysunek

(rys.1).

(b) Budujemy relacje miedzy odcinkami danymi i odcinkiem szukanym
i manipulujemy nimi, az uzyskamy odpowiednie réwnanie algebraiczne.

Synteza to tzw. konstrukcja rownania, czyli geometryczna konstrukcja
odcinka odpowiadajacego rozwigzaniu réwnania algebraicznego (pierwiastki
rownania sg reprezentowane jako miejsca przecigcia krzywych algebraicznych
najnizszego mozliwego stopnia).

Zobaczmy, jak to wyglada w przypadku zadania trysekcji kata. Punkt (a)
to rysunek 1 na marginesie. Zawiera on juz pewien pomyst, narysowanie
odcinka QS réownolegtego do odcinka OT' jest jego wazna czescia.
Potézmy: NO =1, NP = q, NQ = z. Chcemy znalezé réwnanie na z

w zaleznodci od g, ktére mamy dane, gdy znamy kat NOP, ktéry mamy
podzielié.

Zauwazamy, ze trojkaty ONQ, NQR i QRS sa do siebie podobne (prosze

sprawdzié¢), zatem
" NO _NQ _ QR
NQ QR RS’
skad mamy QR = 22, RS = z3. Mamy dalej NQ = QT =TP =z
iSW=QT =NR=WP = z. Poniewaz NR+ RW + WP =NP =gq
i RW = SW — RS = z — 23, otrzymujemy w koricu réwnanie algebraiczne,
ktore Kartezjusz zapisuje w postaci
(2) 22 =32—q.

Jest oczywiste, ze jedli znamy z, czyli dlugosé odcinka N@Q, to konstrukcja
trysekcji kata jest zakonczona za pomocg dwéch ruchéw cyrklem. Zauwazmy,
ze dla 0 < ¢ < 2 istnienie dodatniego pierwiastka powyzszego rownania wynika
z interpretacji geometrycznej réwnania.

Konstrukcja odcinka z nalezy do czesci drugiej rozwiazania naszego zadania,
czyli do syntezy.

W Geometrii nasze zadanie rozwazane jest jako szczegdlny przypadek
réwnania 4. stopnia postaci
(3) ' = Ka? + Lo + M

(do ktérego Kartezjusz sprowadza ogélne réwnanie 4. stopnia). Gdy M = 0,
dzielac powyzsze réwnanie przez x, otrzymujemy réwnanie 3. stopnia

postaci (2)).
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Rys. 2. Ten i nastepny rysunek to nieco
uwspolczesnione wersje oryginalnych
rysunkéw z Geometrii

Rys. 3

L. .1

Rozwigzanie zadania M 1656.
Rozwazmy cigg a1 = 1 oraz

aq‘+1:b1-b2'.,.'bi dla
i=1,2,...,2n — 1. Zauwazmy, ze para
(k, 1) jest minusjedynkujaca doktadnie
wtedy, gdy ar = —aj41, tzn.
{ar,ai41} = {—1,1}. Jesli w ciggu
(a1,as,...,a2,) jest m wyrazéw

réwnych 1, to szukana liczba jest réwna
m2n —m) =n® — (n —m)?,

a wiec jest nie wieksza od n?.

Uwaga. Mozna zauwazy¢, ze przyjmujac

np. b, =—1dlai=1,2,...,2n —1,

uzyskujemy dokladnie n? par
minusjedynkujacych.

Dokonamy konstrukeji pierwiastkéw roéwnania , przy zalozeniu, ze ma
ono cztery pierwiastki rzeczywiste. Ujemne pierwiastki nazywa Kartezjusz
falszywymi, co nie wynika z tego, jakoby ,batl sie liczb ujemnych”, jak

to czasem sie przedstawia, ale z faktu, ze dtugosci odcinkéw sa liczbami
dodatnimi. Odrzuca on zatem rozwiazania absurdalne.

Konstrukcje rozwigzan réwnania sprowadza Kartezjusz do konstrukeji
geometrycznej punktéw przeciecia paraboli y = 22 z okregiem, ktéry
nalezy znalezé. Zauwazmy, ze jedli w réwnaniu okregu podstawimy y = 22,
to otrzymamy réwnanie czwartego stopnia.

Réwnanie okregu o $rodku w punkcie (xg, yg) kartezjaniskiego prostokatnego
uktadu wspotrzednych i promieniu r ma postaé
(4) (z—2p)*+(y —ym)* = 1"
Sprowadzajac to réwnanie do postaci bez nawiaséw, podstawiajac w nim
y = 22 i poréwnujac wspétezynniki ze wspotezynnikami w réwnaniu ,
dostaniemy zaleznoéci

2 2
Mozna juz teraz narysowacé okrag, ktérego odciete przecieé z parabola
y = x? sy pierwiastkami réwnania (rys. 2). Bardzo mozliwe, ze Kartezjusz
do swojej konstrukcji wykorzystal powyzsza metode wspotczynnikow
nieoznaczonych (Guicciardini, str. 53).

W przypadku réwnania , w zgodzie z powyzsza redukcjg réwnania 4. stopnia
do réwnania 3. stopnia, poczatek uktadu wspédlrzednych i wierzcholek paraboli
znajduja sie na okregu, srodek okregu znajduje sie¢ w punkcie (—%, 2), promien

okregu r = V% +4i(dla 0 < ¢ < 2) mamy trzy rozwiazania réwnania ,
zktérych jedno jest ,falszywe”, a dwa sa dodatnie (rys. 3). (W Ksiedze I Geometrii
Kartezjusz przedstawia arytmetyke odcinkdéw, czyli konstrukcje odcinkow

o dlugoscia - b, ¢, Va itd., gdy mamy dane odcinki a i b. O paraboli zaklada sie
tu, ze jest dana, wykreslona za pomoca przyrzadu).

Fatwo sprawdzi¢, ze rozwiazaniem zadania geometrycznego trysekcji

kata NOP z rysunkul jest mniejszy z pierwiastkéw dodatnich. Zauwazmy
jednak, ze punkty N i P wyznaczaja nie jeden, a dwa dopelniajace sie

katy. Widzimy tutaj, jakie znaczenie ma drugi z dodatnich pierwiastkow
rownania . Wyznacza on dtugo$é cieciwy stosowanej do trysekeji
dopetnienia kata NOP. W przypadku skrajnym, ¢ = 2, mamy jeden
pierwiastek dodatni z = 1. Wtedy styczna do wykresu funkcji z® pokrywa sie
z prosta 3z — 2. Na koniec warto zauwazy¢, ze ujemny pierwiastek, jakkolwiek
geometrycznie absurdalny, jest Scisle powiazany z pozostalymi pierwiastkami,
bedac, co do modutu, réwny ich sumie. Jest to uniwersalna wtasno$é¢ rownan
3. stopnia z zerowym wspolczynnikiem przy wyrazie drugiego rzedu.

Zauwazmy, ze synteza w powyzszym przykladzie nie jest prosta odwrotnoscia
analizy, jak to bywa np.w zagadnieniach algebraicznych, gdzie rozumowanie
opiera sie na ciggu rownan prowadzacych od hipotezy do tezy, ktore mozna
przeczyta¢ w odwrotng strone (cigg réwnowaznosci A=B=C=---=J).
W swojej konstrukcji rownania Kartezjusz uzyl krzywych stozkowych, dobrze
znanych od starozytnosci.

Warto uzmystowic sobie, ze bardzo dtugo w matematyce dominowal paradygmat
mowiacy o tym, ze rozwigzanie zadania to konstrukcja geometryczna, a nie
ulozenie réwnania i wykazanie, ze rozwiazania istnieja (konstrukcja rozwigzania
nie nalezy do dzisiejszego paradygmatu matematyki, co niewatpliwie jest jej
staboscia). Niektérzy autorzy tamtych czaséw uwazali analize (resolutio) tylko
za czeS¢ pomocnicza, heureze, ktora jest nieelegancka i ktéra mozna usunaé

w ostatecznej wersji publikacji. Pewno$é dowodu daje konstrukcja. Takze
Archimedes chowal czesto Zrodta swoich pomystéw analitycznych, przedstawiajac
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Konstruowalno$é za pomoca cyrkla

i liniatu zaklada skonczong sekwencje
operacji typu:

(a) narysowaé prosta przechodzaca przez
dwa punkty,

(b) narysowaé okrag o zadanym $rodku

i promieniu,

(c¢) znalezé punkt przeciecia dwéch
prostych, dwéch okregéw lub prostej

i okregu.

Mechanizm rysujacy parabole

tylko dowdd geometryczny. Wielkim oredownikiem metod geometrycznych,
jako dajacych matematyczna pewnos¢, byl Isaac Newton. Wystarczy zajrze¢ do
Principiow. Kontrowersje co do tego, jak ma wyglada¢ matematyka i w jakim
jezyku nalezy ja wyrazac, ciagnag sie do wspétcezesnosci. Dominujacy od okoto 100
lat paradygmat uje¢ algebraicznych czy analitycznych w jezyku abstrakcyjnej
symboliki literowej, redukujacych geometri¢ do co najwyzej rysunku
pomocniczego, spotyka sie stale ze stuszng krytyka znakomitych matematykdw
i nauczycieli. Niestrudzonym adwokatem metod geometrycznych we wspolczesnej
matematyce byl na przyklad Wladimir Arnold. Tristan Needham z kolei
poréwnuje obecna sytuacje do absurdalnego swiata muzyki, w ktérym mozna
tworzy¢ jedynie partyture utworu, ale jego wykonywanie jest niemile widziane
czy wrecz zakazane. A przeciez muzyka to stuchanie, a matematyka to widzenie.
Najwyzsza formg poznania jest widzenie intuicyjne, jasny i wyrazny obraz.

A propos trysekcji klasycznej. Bez watpienia czesci Czytelnikéw problem
trysekcji kata skojarzy sie z klasycznym problemem jej niewykonalnosci.
Faktycznie, w 1837 roku Pierre Wantzel, uzbrojony w przelomowe idee
Evariste’a Galois, dowi6dl, ze taki podzial jest w ogdlnosci (tj. dla dowolnego
kata) niemozliwy do wykonania za pomoca cyrkla i linialu. Jak te
fundamentalne fakty maja sie do powyzszego przepisu? Jak juz wiemy,

w swojej Geometrii Kartezjusz utozyl réwnanie

22 =3z—gq,

gdzie z jest odcinkiem, ktéry nalezy zbudowaé¢, majac dane ¢, ktore zalezy od
kata, ktéry z kolei mamy podzieli¢ na trzy czedci.

Zauwazmy, ze dla kata o = 180° mamy ¢ = 2 i pierwiastkiem naszego
roéwnania jest z = 1, co jest oczywiscie réwne NO, czyli réwne promieniowi
okregu, na ktérym oparty jest kat a. W tym przypadku trysekcja kata
pokrywa sie z zadaniem wyznaczenia szesciokata foremnego.

Dla kata o = 60° mamy ¢ = 1, ale w tym przypadku rozwiazanie réwnania
(6) 22 =321

nie jest konstruowalne za pomoca cyrkla i linialu. Latwo sie o tym przekonac,
sprawdzajac, ze réwnanie to nie ma pierwiastkéw wymiernych (wystarczy
podstawi¢ z = %, gdzie m i n sg liczbami catkowitymi, niemajacymi
wspdlnego dzielnika). Proste rozumowanie prowadzi do wniosku, ze

2 powyzszej postaci moze byé réwne tylko 1 lub —1. Zadna z tych liczb

nie jest rozwiazaniem réwnania @ SkorzystaliSmy ze znanego twierdzenia

o wielomianach trzeciego stopnia, ktére jest przystepnie opisane na przykltad

w ksiazce Couranta i Robbinsa Co to jest matematyka?

Ogodlniej, poza pewnymi szczegdlnymi przypadkami, krokiem przepisu
Kartezjusza, ktéry jest niekonstrukcyjny w sensie klasycznym, jest znalezienie
punktow przeciecia paraboli i okregu.

Jezeli jednak bedziemy mniej radykalni i, podobnie jak matematycy

XVII wieku, wyjdziemy poza linial i cyrkiel, poprzez uzycie narzedzi takich,
jak na przyklad ukazany na marginesie mechanizm Franza van Schootena
(1615-1660), to okaze sie, ze procedura Kartezjusza pozwala rozwiazywaé
rownania trzeciego stopnia bez wykonania jakiejkolwiek algebraicznej operacji.
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