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Parametry gwiazd politropowych: , Zaleznosé [§] jest bardzo wazna i moze byé weryfikowana w oparciu o obserwacje
n & K1 ) astronomiczne. Odwracajac problem, dla znanych M i R oraz n mozna obliczy¢
0,0  2,44949  4,89898 1,00000 Peci K.
0,5  2,75270  3,78865 1,83514 , ) ) ) . . . . ,
1,0 314159  3,14159 3,28087 2 réwnania wynika, ze dla n = 3 gwiazda o danej masie zachowujac réownowage
;78 Zggg;? g»ﬁ‘llgg 1?74918%2 mechaniczng (hydrostatyczng), moze przyjmowaé rézne promienie. Oznacza to,
25 535528 218720 2340646 2€ jej réwnowaga jest obojetna. Mozna pokazaé, ze w réwnowadze trwalej sa
3,0  6,80685  2,01824 54,18248  kule gazowe dla n < 3. Przykladem jest Ziemia o wnetrzu zlozonym z cieklych

3,5 9,53581 1,89056 152,88366 tali. odzi todé Kkt . . . s . s e .
4,0 14,97155 1,79723 622,40788 metall, gdzie gestosc praxtyczile 1ie zmienla sSi¢ 7z cisnieniem, co oznacza

45 31,83646 1,73780 6189,47313 n = 0 w réwnaniu (I)). Natomiast dla n > 3 gwiazda nie jest trwala: ulega
5,0 o 1,73205 e albo rozproszeniu, albo kurczy si¢ do momentu, w ktérym zmiana wtasnosci

Wynik dla n = 5 pochodzi z rozwigzania sprasowanego gazu spowoduje n< 3.

analitycznego.
Uzywajac réwnania @, mozna takze obliczy¢ temperature w centrum gwiazdy.
Skorzystamy z réwnania stanu gazu doskonalego, zapisanego jako P = kT p/p,,
gdzie pg to masa czasteczki gazu, a k to stala Boltzmanna. Jesli m i V' to masa
i objetodé gazu, to gestos¢ jest m/V, a stala liczba Avogadro N jest iloScia
czasteczek w molu, to Npg jest masa mola; zatem liczba moli to ¢ = m/(Npg)
i stala gazowa jest rowna R = kN, to podstawiajac, otrzymujemy PV = qRT, czyli
zwykla posta¢ rownania gazu. Wstawiajac do @D, dostajemy
(10) E:ch: GM é
pe kg (MEDR
Dla Stonica w przyblizeniu mozna uzy¢ n = 3, cho¢ naprawde n jest nieco mniejsze
i zmienia si¢ z promieniem. Wyjaénienie, dlaczego tak si¢ dzieje, to temat na inna
opowiesé: o poréwnaniu gwiazd zwyklych (takich jak Storice) i ,kwantowych”, czyli
biatych kartéw.

Drugie prawo Keplera i owale Newtona.
Kontrowersje wokél Lematu XXVIII w Principiach

*Instytut Matematyki Stosowanej GTZGQOTZ L UKA SZE W]CZ *7 MZkOZCl] S[ERZEGA *

i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski
Drugie prawo Keplera, méwiace o tym, ze w réwnych odstepach czasu promien

wodzgcy planety, poprowadzony od Slotica, zakresla réwne pola (patrz ilustracja

na nastepnej stronie), bylo w duzym stopniu ignorowane w astronomii
przednewtonowskiej. Na przyktad w dziele Astronomia Carolina, z ktérego
korzystal Newton, jest ono wyraznie nieobecne. Wynikalo to z jego niewielkiej
przydatnosci do obliczen potozenia planet na ich orbitach. Zalézmy, ze znamy
okres T obiegu planety po orbicie eliptycznej. Promien wodzacy planety zakreslit
w tym czasie znane pole S = wab, gdzie a i b sa poélosiami elipsy. Rozpoczynajac
wedréwke po orbicie w danym punkcie @, po czasie T jesteSmy znowu w Q.
Polozenie to jest funkcja czasu obiegu T, jak i pola S zakreslonego w tym

czasie przez promien wodzacy planety. Korzystajac z drugiego prawa Keplera,
mozemy teraz znalezé pole s sektora zakre$lonego przez promien wodzacy planety
w dowolnym odcinku czasu o dlugosci t. Wydawaloby sie, ze w tym ogdlnym
przypadku mozna takze tatwo wyrazi¢ i obliczy¢ potozenie P planety na jej orbicie
Johannes Kepler (1571-1630) jako funkcje czasu t lub zakreslonego w czasie t pola s. Okazuje sig, ze tak nie jest.
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Ilustracja drugiego prawa Keplera.
Przestepna jest np. relacja

F(z,y) =2y +sinz =0,
gdzie

z3 z®

sing =z — —
3! + 5!
w odréznieniu np. od relacji
wielomianowej

G(x,y):yz—;v+2;ﬂ3 =0.

I. Bernarda Cohena.

W swoich Principiach, czyli Matematycznych Zasadach
Filozofii Naturalnej, Newton argumentowal, ze z drugiego
prawa Keplera nie da si¢ scisle obliczyé potozenia planety
na orbicie ze wzgledu na przestepnosé wspomnianej
wyzej funkcji. Rozumowanie Newtona dotyczylo zreszta
duzo szerszej od elips klasy toréow owalnych, nazywanych
w dyskusjach owalami Newtona.

Poniewaz Newton nie okreslit doktadnie, co rozumie przez
owal, jego argumentacja zostala podwazona poprzez
kontrprzyklady. Jeden z pierwszych podal Gottfried
Leibniz. W kazdym razie w przypadku elips Newton mial
racje. Fascynujaca historia kontrowersji wokét ponizszego
Lematu XXVIIT Newtona jest opisana w artykule Bruce’a
Pourciau.

Lemat XXVIII (Principia, Ksiega 1) Nulla extat figura
Ovalis cujus area rectis pro lubitu abscissa possit per
@quationes numero terminorum ac dimensionum finitas
generaliter inveniri. [Nie istnieje figura owalna taka, ze
pola wszystkich jej segmentow odcietych przez dowolne

A

tego owalu.

osi y.

Przyklad 2. Rozwazmy teraz parabole y = =
D odciety prosta y = ¢, ¢ > 0. Nie jest to przypadek najogélniejszy, ale sprawdzamy,
ze pole S tak okreslonego obszaru wyraza sie poprzez c zaleznoscia

Relacja F(P,S) = 0 wiazaca polozenie P planety na orbicie z polem S sektora
(lub z czasem zakreslenia sektora, gdy skorzystamy z drugiego prawa Keplera) jest
przestepna i jej obliczenie prowadzi do szeregéw nieskonczonych.

Praktyczne obliczenia wymagalyby stosowania aproksymacji bardziej ktopotliwych
rachunkowo od innych, obmyslonych w tamtych czasach, metod obliczania
potozenia planet na orbitach. W dodatku sama eliptycznosé orbit, ze Storicem

w jednym z ognisk elipsy, stanowiaca tres¢ pierwszego prawa Keplera, byla jeszcze
kwestionowana. Przykladowo dyrektor Obserwatorium Paryskiego, Giovanni
Domenico Cassini, probowat przeforsowaé¢ krzywe swego wlasnego pomyshu, znane
jako owale Cassiniego.

7 kolei trzecie prawo Keplera, mowiace o tym, ze stosunek kwadratu okresu obiegu
planety wokdt Storica do szescianu $redniej odleglosci od Storica jest staly dla
wszystkich planet w Ukladzie Stonecznym, byto doéé¢ powszechnie przyjete, co
wynikalo z jego zgodnosci z obserwacjami. Historia recepcji praw Keplera jest
dos¢ skomplikowana i ma wiele watkéw. Spéjny opis mozna znalezé np. w ksiazce

proste mozna wyznaczy¢ w sposob ogélny jako rozwiazania
réwnan wielomianowych).

Mozemy to rozumieé tak, ze jesli dowolna prosta

azx + by = ¢ odcina z danego owalu segment o polu S,
to nie istnieje réwnanie wielomianowe W (S, a,b,c) =0
wiazace pole S ze wspdlczynnikami a, b, ¢ réwnania tej
prostej.

Prawdziwos¢ tego lematu, w przypadku elipsy, implikuje
trudnosci z zastosowaniem drugiego prawa Keplera do
obliczania potozenia danej planety w dowolnej chwili.

Kontrowersje co do samego lematu wynikaja z watpliwosci,
co rozumial Newton przez ,figure owalna”. Juz Bernoulli,
Huygens i Leibniz nie mieli co do tego pelnej jasnosci,
natomiast ,,dowdéd” Newtona zdawal sie pasowaé do
dowolnej zamknietej figury. Cheac sie temu zagadnieniu
doktadniej przyjrzeé, w tym artykule podamy przyktady
Hfigur owalnych”, dla ktérych lemat jest prawdziwy badz
falszywy. Oryginalny ,,dowéd” Newtona mozna znalezé

W jego magnum opus.

y Przyktad 1. Rozwazmy kolo, ograniczone okregiem 22 4 y? = a2, i jego gérny
segment odciety prosta y = ¢, 0 < ¢ < a. Jezeli przez S oznaczymy pole tej czesci,
to mozna obliczy¢, ze

2

a . C
S:Tl'?*a2arCSln**C\/(1*C\/a+C.
a

W przypadku kota jest to ogdlna sytuacja, stad Lemat XXVIII jest prawdziwy dla

Powyzsza zalezno$¢ jest przestepna, gdyz nie da sie jej sprowadzi¢ do zaleznosci
wielomianowej. Wykonujac obrét kota, a nastepnie splaszczajac je poprzez
transformacje (z,y) — (z,2), z = gy, otrzymujemy ogélny wzoér wiazacy pole
segmentu elipsy o pélosiach a, b, b < a odcietego przez przecinajaca ja prosta.

2 i ograniczony segment nad nig

952 — 16¢% = 0,

a zatem Lemat XXVIII nie jest prawdziwy dla paraboli. Mozna powiedzie¢ —
zgoda, ale parabola nie jest owalem zamknietym. Mozna jednak uzyskaé (wypukly)
S owal zamkniety, zakrywajac ja z géry czescig okregu o promieniu np. 2 i srodku na

> Taki okrag styka sie z nasza parabola w dwoch punktach i tatwo wykazaé, ze
wspoélezynnik kierunkowy stycznej do uzyskanej figury owalnej zmienia sie

w sposéb ciagly. Mamy zatem gladki (na oko) owal, wypukly, zamkniety, ale
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przyktad 2 pokazuje, ze Lemat XXVIII nie jest prawdziwy dla tego owalu, bo
odcinanie wycinka paraboli daje zalezno$¢ algebraiczna.

Przyklad 3. Warto jeszcze sprawdzié, jak to jest dla hiperboli, nastepnej krzywej
stozkowej istotnej w astronomii planetarnej. Niech y = % i niech prosta y = —ax +b
odcina z hiperboli segment ograniczony. Latwo sprawdzi¢, ze w zaleznosci pola S
od a, b pojawi sie funkcja logarytmiczna. Zatem zalezno$¢ miedzy polem wycinka

i parametrami prostej go odcinajacej z hiperboli jest przestepna. Zauwazmy, ze
nasz ,owal” nie jest zamkniety.

Zapyta¢ mozna, czym w istocie rézni si¢ okrag od krzywej I' stanowiacej zamkniety
\ v=az+0d owal z przykladu 2. Zaréwno okrag, jak i krzywa I' sa krzywymi algebraicznymi

(mozna zalozyé, ze tylko takie rozwazal Newton — Pourciau, str.5), zadanymi
réwnaniami wielomianowymi postaci W(x,y) = 0. Dokladniej, nasz okrag jest dany
réwnaniem

(11) 2? +y* —a® =0,

a kazdy punkt krzywej I' spelnia réwnanie

(12) (y —=?) (:p2 + (147 —y)2 —4) =0.

Moze istotnej réznicy nalezy sie doszukiwaé¢ w fakcie, ze réwnanie zawiera

w sobie nie tylko nasza krzywa I', ale tez ,wasy”, jeden bedacy pdlokregiem,

a drugi, ten nieskonczony, kawalkiem paraboli. Naprowadza nas to na wlasnos¢
jednoznacznosci, odrézniajacej wykresy réwnan i . Poruszajac sie po
wykresie rOwnania , nie mamy wyboru, pozostajemy na naszym owalu. Inaczej
jest w przypadku wykresu réwnania , gdyz mozemy zboczy¢ na ktorys

z ,waséw” na rozwidleniu w ktoryms z dwoch punktéw styku paraboli z okregiem.
Jest to wlasciwy $lad, bo taka niejednoznacznosé nie moze zdarzy¢ si¢ na krzywych
analitycznych, ktére sa w szczegdlnoscei nieskoriczenie gladkie. A krzywa I' jest
gladka tylko na oko!

Yy
b Jedli umiescimy lokalny kartezjanski uktad wspoétrzednych na krzywej I' w punkcie
styku paraboli z okregiem, tak aby styczna do niej w tym punkcie stanowita o$
odcietych, a prostopadta do stycznej w tym punkcie o$ rzednych, to wykres krzywej I'
!

b

«@ F g = w otoczeniu tego punktu nie jest w naszym lokalnym uktadzie wspoétrzednych
wykresem funkcji posiadajacej wszystkie pochodne. Latwo sprawdzié, ze w punkcie
styku nie istnieje juz druga pochodna.

Analityczno$é krzywej mozemy okresli¢é w tym jezyku nastepujaco. W kazdym
Sektor FQP o polu S i punkt P. punkcie krzywej, w lokalnym uktadzie wspotrzednych kartezjanskich opisanym
wyzej, krzywa stanowi wykres funkcji majacej lokalnie przedstawienie w postaci
szeregu potegowego y = a1x + azx® + azx® + ...

Y Powracamy teraz do drugiego prawa Keplera i zmagan Newtona ze znalezieniem
potozenia P planety w dowolnej chwili ¢, liczonej od przejscia przez perycentrum
P’ na orbicie eliptycznej o poétosiach a, b, przy zalozeniu, ze czas pelnego obiegu
s planety po trajektorii (okres obiegu) T jest znany. Relacja wiazaca P i ¢ zadana
B Xa . jest stynnym rownaniem Keplera

M =FE —esinFE,
okrag gdzie M = jest anomaliq Sredniq, E jest anomalig mimosrodowq, a € jest
pomocniczy mimosrodem orbity.

a
f
&O T,

Mamy M = %’Tt, gdzie czas t jest zwigzany drugim prawem Keplera z polem S

Konstrukeja rozwigzania wykorzystujaca  gektora elipsy zakreslonego przez promierr wodzacy planet;
réwnanie Keplera. psy g0 P p acy p Y,

S 2mab

t T
Literatura 7 powyzszych wzorow widac, ze relacje wiazace pole zakreslonego w czasie t
Jerzy Kierul: Kepler, PTW, 2007. sektora elipsy, a takze sam czas t z anomalig mimosrodowq E, sa przestepne.
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Newton’s Lemma 28 and Its obliczenia Newton zastosowal metode aproksymacji, ktéra obecnie nazywamy
Counterexamples, Arch. Hist. Exact Sci. h

55 (2001) 479-499. metodag Newtona—Raphsona.
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