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Rozwigzanie zadania M 1646.
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Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Zatézmy, ze bok kwadratu ma dlugosc 1,
i przypusémy, ze a + b < 1. Poniewaz
b+ c =1, mamy a < c¢. Jednoczednie

ab = cd, zatem b > d. Skoro jednak

b+ c=d+ e, musi byé c < e.
Analogicznie wnioskujemy stad kolejno
d>f,e<g,f>h,g<aih>b Mamy
zatem b > d > f > h > b, sprzecznosc.
Podobnie wykluczamy przypadek
a+0b>1, zatem a + b = 1, wiec
a=c=e= g, skad juz w prosty sposéb
wnioskujemy, ze srodkowy prostokat jest
kwadratem.

Wielosciany w wieloscianach,
czyli matematyka eksperymentalna

Michat ADAMASZEK*

Czy istnieje co$ takiego jak matematyka eksperymentalna? Zobaczmy. Ten tekst
zaczniemy od prostego zadania z geometrii, nastepnie uzyjemy komputera, aby
rozwiazac je w przyblizeniu, a na koniec z tego przyblizenia zgadniemy dokladny
wynik. Bedzie tez wiele szczegdétéw do uzupelnienia dla Czytelnikéw. Programy uzyte
do eksperymentéw mozna znalezé w [3].

Zadanie z geometrii

Zadanie ,,Kwadrat w Tréjkacie”. W tréjkacie réwnobocznym zawarty jest
kwadrat o najwiekszym mozliwym polu. Jaka cze$¢ pola trdjkata zajmuje ten
kwadrat?

Rozwigzanie. Najpierw musimy uzasadni¢, ze optymalna konfiguracja wyglada
tak jak na rysunku 1, z jednym bokiem kwadratu lezacym na boku trdjkata. Ten
zmudny fragment pozostawiamy Czytelnikom, tym bardziej ze wkréotce podamy inne,
dosy¢ przekonujace uzasadnienie. Reszta to elementarna geometria. Zaktadajac, ze
duzy tréjkat ma bok dhugosci 1, mamy:
11
3 — 3%

T

(3] DN =
[

astad © = 2v/3 — 3 ~ 0,46410161513, czyli stosunek pola kwadratu do pola tréjkata

wynosi 5
T

== 281/3 — 48 ~ 0,497422611.

o)

Skoro tak dobrze nam poszto, mozemy zwickszyé¢ odrobine stopien trudnosci:

Zadanie ,,Szescian w Dwudziesto$cianie”. W dwudziestoécianie foremnym
zawarty jest szeScian o najwickszej mozliwej objetosci. Jaka czesé objetosci
dwudziestos$cianu zajmuje ten szeScian?

Za szybko? W takim razie wr6émy do podstaw i sprobujmy powoli uogdélnié nasz
oryginalny problem w dwéch wymiarach. Kolejnymi kandydatami na uogélnienia sa
zadania o ,Kwadracie w Kwadracie” (mhm...), ,Kwadracie w Pieciokacie foremnym”
i tak dalej. Mogliby$my tez zapytaé o dowolny ,,N-kat foremny w M-kacie
foremnym”. W przypadku najbardziej ogdlnego ptaskiego problemu:

Zadanie ,,P w Q”. W danym wielokacie wypuklym ) zawarty jest wielokat
o najwiekszym mozliwym polu, podobny do danego wielokata wypuklego P. Jaka
cze$é pola Q zajmuje ten wielokat?

Mozemy juz chyba tylko pomarzy¢ o eleganckim rozwiazaniu i zda¢ sie na komputer.
W ten wlasnie sposéb dochodzimy do pytania: jak wyrazi¢ nasze zadania w jezyku
zrozumialym dla komputera?

Programowanie liniowe

Programowanie liniowe pojawiato si¢ niejednokrotnie w Delcie (np.: Kiljan Ay,
Adamaszek A2y, Kowalik A%, AZ ) Wéjcik AZg). W szkole uczymy sig o ukladach
réwnan liniowych i sposobach ich rozwiazywania. Problem liniowy dopuszcza bardziej
ogdlnie ograniczenia w postaci rdwnan i nierownoé$ci liniowych. Taki uktad moze
mie¢ zero, jedno lub wiele rozwiazan, a zadaniem programowania liniowego jest
znalezienie takiego rozwigzania, ktére maksymalizuje zadana funkcje liniows danych
zmiennych.

Dla przykladu rozwazmy problem liniowy:

zmaksymalizuj 2z + 3y
przy zalozeniach x+y < 2,
y< L

Zbioér punktow speliajacych zalozenia tego problemu jest pokazany na rysunku 2.
Latwo sprawdzi¢, ze w tym zbiorze wyrazenie 2z + 3y przyjmuje najwieksza
warto$¢ 5 w punkcie (z,y) = (1,1), a wiec ten punkt jest rozwiazaniem (w tym
przypadku jedynym). Problemy liniowe pojawiaja si¢ w wielu praktycznych
zastosowaniach i, co wazne, mozna je efektywnie rozwiazywaé¢ na komputerze.
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Rozwigzanie zadania M 1647.

Niech P(z) = Cz(x —x1) ... (x — p—1),
gdzie C,xz1,...x,—1 sa liczbami
calkowitymi. Oczywiscie P(P(z;)) =0
dla 0 < ¢ < n — 1 (przyjmujemy zo = 0).
Zalézmy, ze P(P(a)) = 0 dla pewnego
a#x;, 0<i<n—1. Wowczas

P(a) = xp dla pewnego 1 < k< n —1,
czyli Ca(a —z1)...(a — Tp—1) = Tk.
W tej sytuacji a(xy — a) dzieli zy.
Zalézmy, ze x), > 0. Z podzielnosci
a(xy, — a) |z wnioskujemy kolejno
0<a<uzporaza=zx, —a=1, czyli
z = 2. Jednak zp = 2 ma tylko 4 rézne
dzielniki catkowite, co przeczy réwnosci
P(a) = xy,. Przypadek z;, <0
rozpatrujemy podobnie i w ten sposéb
konczymy dowéd, ze tylko pierwiastki
wielomianu P(x) sa calkowitymi
pierwiastkami wielomianu P(P(x)), co
dopelnia rozwigzanie.

Procedury do programowania liniowego mozna znalez¢é w wiekszosci popularnych
pakietow do obliczen numerycznych, a wyspecjalizowane programy rozwiazuja z duza
doktadno$cia problemy liniowe z milionami zmiennych i ograniczen.

Wyrazimy teraz zadanie o ,Kwadracie w Tréjkacie” w tym jezyku. Ustalmy
tréjkat T o wierzcholkach vy = (0,0), va = (1,0), v3 = (3, 3V3) (rys. 3). Po pierwsze
zauwazamy, ze w jezyku problemoéw liniowych mozemy opisaé postulat ,,punkt
x = (z1,x2) nalezy do T". Rzeczywiscie, sa na to nawet dwa sposoby. W sposobie
pierwszym wyrazamy fakt, iz punkt (x1,z2) lezy po wladciwej stronie kazdej
z prostych zawierajacych boki tréjkata:
z2 < V311,
([El,xg) €T < 2220,

To < —V/3z1 + /3.

Jezeli nie chcemy pracowicie wyznaczaé réwnan bokow tréjkata, mozemy uzyc
innego sposobu. Zapiszemy w nim, ze punkt x nalezy do otoczki wypuktlej
wierzchotkéw trojkata:

T = 1101 + tovg + t3vs,

r €T <= t1+1ty+1t3=1,

t1,t2,t3 2 0.
Poniewaz wspélrzedne punktéw v; uwazamy za stale, powyzsze zaleznodci sa
liniowe w zmiennych x1, x2,t1,t2, t3, a wiec rowniez definiuja problem liniowy.
Zauwazamy tez, ze obydwa sposoby nadajg sie do opisania zupelnie dowolnego
wielokata wypuklego @ (Dlaczego tylko wypuklego?). Jedyne, czego potrzebujemy,
to wspoélrzedne wierzchotkéw @) lub réwnania prostych zawierajacych boki Q.

Potrafimy juz zapisaé¢ przynaleznosé jednego punktu do ustalonego wielokata
wypuktego Q. Teraz mozemy wreszcie wyrazi¢ zadanie ,Kwadrat w Q”. Gdyby
interesowaly nas tylko kwadraty o bokach réwnoleglych do osi wspoltrzednych, to
utozyliby$my problem liniowy:
zmaksymalizuj r
przy zalozeniach (z1,z2) € Q,
(1) (z1 +7,22) € Q,
(x1,224+71) € Q,
(x1 + 7,20+ 1) €Q.
Faktycznie, jesli (z1,x2) jest lewym dolnym wierzchotkiem szukanego kwadratu, zas
r jest dlugoscia boku (rys. 4), to cztery podane zalozenia wyrazaja przynaleznosé
wszystkich czterech wierzchotkdéw kwadratu do wielokata Q. Optymalne rozwigzanie
tego problemu liniowego maksymalizuje dtugo$é¢ boku r, a zatem i pole kwadratu.

Jezeli teraz uwzglednimy w jakis sposob wszystkie mozliwe obroty kwadratu
wewnatrz wielokata, to zadanie bedzie rozwiazane! JesteSmy juz bardzo blisko. Dla
a € 0,7/2) oznaczmy przez Q. wielokat @) obrdcony na plaszczyznie o kat a. Jezeli
wielokat @ byl dany np. poprzez wspoétrzedne wierzchotkéw, to mozemy bardzo
tatwo obliczy¢ wierzchotki wielokata @), i zapisa¢ problem liniowy:

zmaksymalizuj r
przy zalozeniach (21, 22) € Qq,

(Il + 7, IEQ) S Qa,

(.fl,l'g =+ T) € Qa,

(1 + 722 +7) € Qa-
Oznaczmy rozwiazanie problemu (2|) przez r,. Jest to dtugosé boku najwigkszego
kwadratu o bokach réwnolegtych do osi, zawartego w Q,, a wiec i dlugo$¢ boku
najwiekszego kwadratu zawartego w () i pochylonego pod katem —a. W takim razie
r =max{r, : « € [0,7/2)} wyznacza dlugo$é¢ boku kwadratu, ktéry rozwiazuje
zadanie ,Kwadrat w Q7. (Dlaczego wystarczy ograniczyé sie do o < 7/27)

(2)

Eksperymenty

Oczywiscie w praktyce nie mozemy rozwiazaé problemu dla wszystkich
wartosci «, ale mozemy wzia¢ ich wystarczajaco wiele, aby naszkicowaé¢ wykres
funkcji 74 1 przyblizy¢ maksimum z duza doktadnoscia. Wré6émy do zadania
L2Kwadrat w Tréjkacie”, od ktorego zaczeliSmy ten tekst. Wykres r, dla tego
problemu znajduje si¢ na rysunku 5. Odczytujemy z niego, ze maksimum przypada
dla obrotu o o = 0 (oraz, oczywisciel, a € {n/6,7/3}), tak jak poczatkowo
przypuszczaliSmy. Otrzymujemy tez przyblizona wartosé¢ ro ~ 0,464101616,

ktéra zgadza sie z doktadnym wynikiem do 8. miejsca po przecinku. Jako
eksperymentatorzy, jesteSmy usatysfakcjonowani zgodnoécia teorii z praktyka.
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Wiegcej o zawieraniu dowolnych
wielo$cianéw foremnych w innych
wieloscianach i o historii problemu mozna
poczyta¢ w [I] i [2]. Do dalszych
eksperymentéw w tym zakresie mozna
uzyé programéw z [3].

Przejdzmy do zadania ,,SzeScian w Dwudziestoscianie”. Wprawdzie rozwazania

w tekscie prowadziliémy na plaszczyznie, ale wszystko mozna powtorzyé w trzech
wymiarach z nieznacznymi zmianami. W problemie zamiast czterech
wierzchotkéw kwadratu musimy uwzglednié¢ osiem wierzchotkéw szedcianu,

a zamiast ), musimy rozwazy¢ wszystkie obroty @, g, oryginalnej bryty @

w trzech wymiarach. Po tych poprawkach wciaz mamy serie probleméw liniowych
obliczajacych poszczegblne wartosci rq g -

Wierzchotki dwudziesto$cianu foremnego mozemy odszukaé¢ w literaturze. Przy
oznaczeniu 7 = i\/g + i nastepujace punkty

01:(07%77), Vg = (O,f%,r), V3 = (%,7,0),

v4:(%,—7,0), Vg = (7,0,2), Vg = (7’,(),—%)7
vr=(=5:70), vs=(=3,-70), w=(-7073)
vip = (O, %,—7)7 v = (0,—%,—7’), Vig = (—77 0,—%)

stanowia wierzcholki dwudziestoscianu foremnego D o krawedzi dlugosci 1 i objetosci
25+ 2. Implementujemy wiec tréjwymiarowa wersje problemu liniowego (2)),
rozwiazujemy ja w petli dla kilkuset wartodei a, 8,7 € [0,7/2) i... czekamy. Po
dhuzszym czasie otrzymujemy wynik: krawedz szescianu ma dlugosé¢ w przyblizeniu
(3) 0,93869735489196.

Otrzymujemy takze katy obrotu dajace maksymalny szeécian. Mozemy to wszystko
narysowac. Kilka rzutéw najwigkszego szedcianu wpisanego w dwudziestoscian
zostalto przedstawionych na rysunkach 6-8.

Tak jak poprzednio, domyélamy sie, ze wynik uzyskany za pomoca komputera nie
jest dokladny i Zze optymalna konfiguracja jakosciowo wyglada nastepujaco: dwa
wierzchotki A, B szedcianu leza symetrycznie na dwéch sasiednich krawedziach
dwudziestoscianu, dwa inne wierzchotki C, D na antypodycznych krawedziach,
a pozostale leza wewnatrz $cian dwudziestoscianu. Czy mozemy stad pokusié sie
o obliczenie dokladnych wartosci? Ot6z tak (rys. 9). Najpierw znajdujemy konce
krawedzi dwudziesto$cianu, na ktorych leza punkty A i B. Okazuje sie, ze bez straty
ogblnosci mozna w tym celu wybraé vy, vo, vs, ktore sa w pozycji pokazanej na
rysunku. Bedziemy zakladaé, ze

A:tU1+(1—t)U2, B:tU1+(1—t)U3, C’:—z47 l):—B7
dla pewnego t € (0,1). Jak znalezé ¢, dla ktérego punkty A, B, C, D sa wierzchotkami
szedcianu? Jest wiele sposobéw, na przyklad spelnione musi by¢ réwnanie

|AC| = V/3|AB].

Po podstawieniu wspétrzednych punktéw A, B, C, vy, vo dostajemy rownanie
kwadratowe w zmiennej ¢, ktére po nieco ucigzliwych przeksztalceniach (moze je
wykonaé za nas komputer, np. pakiet SAGE), przyjmuje postaé:

3 1

(—2\/5— 2) 2 4+ (3vV5+5)t — (VB5+2) =0.

Pierwiastkiem tego réwnania w przedziale (0, 1) jest t = (v/5 + 7)/22. Stad mozemy
obliczy¢ doktadne wspolrzedne punktéw A i B, a ostatecznie tez dlugosé krawedzi

szescianu
7V5+5
22

|AB| = ~ 0,93874890

(poréwnaj z (3) i stosunek objetosci szeScianu do dwudziestodcianu:

|AB]*  219y5+15
5/12v/5 +5/4 1331

Reasumujac: przyblizenie uzyskane przy uzyciu programowania liniowego okazato
si¢ wystarczajaco dobre, aby odgadna¢ dokladny wynik. Czy to rozumowanie
jest pelnym dowodem? Niekoniecznie, ale niedaleko mu do dowodu [I]. Czy to

rozumowanie stanowi przekonujace rozwiazanie? Raczej tak. Czy istnieje cos takiego
jak matematyka eksperymentalna? Zdecydowanie!

~ 0,3791877.
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