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Antyinwersja Alg to zlozenie inwersji I;‘E
z symetrig srodkowg wzgledem punktu E.

Czworokaty blizniacze
Stanistaw HAUKE*

Przypus$émy, ze dane mamy dwa czworokaty wypukte ABCD i A*B*C*D*
takie, ze kazdemu bokowi jednego odpowiada pewien réownolegly don bok
drugiego, a kazdej przekatnej — réwnolegla przekatna. Na pierwszy rzut oka
wydawacé by sie mogto, ze takie czworokaty musza by¢ podobne, jest jednak
druga mozliwos¢ — wéwczas czworokaty te sa blizniacze. Dokladna definicja tego
okredlenia jest nastepujaca: czworokaty wypukte ABCD i A* B*C* D* nazwiemy
bliZzniaczymi, jesli spelnione sa dwa warunki:

XA+ A" = xB+ xB* = xC + xC* = ¥xD + ¥D* = 180°

oraz
X A*E*B* = xAEB,
gdzie punkty F i E* sg odpowiednio przecigciami prostych AC' i BD oraz
A*C* i B*D* (rys. 1). Wéwczas bedziemy pisaé ABCD ~ A*B*C*D*. Taka
definicja par czworokatéw blizniaczych jest ,porzadna”; to znaczy: dla
kazdego czworokata wypuktego W istnieje doktadnie jeden, z doktadnoscia
do podobienstwa, czworokat do niego blizniaczy W*. Dodatkowo czworokat
bliZzniaczy do czworokata W* to po prostu czworokat W.

Spoéjrzmy na dwie konstrukcje czworokata blizniaczego dla danego czworokata
ABCD.

Konstrukcja 1. Niech B* bedzie punktem przeciecia prostej AB i prostej
rownolegtej do prostej AC, przechodzacej przez punkt D, zas C* niech
bedzie punktem przeciecia prostej C'D i prostej rownoleglej do prostej BD,
przechodzacej przez punkt A (rys. 2). Wéwcezas AB*C*D ~ ABCD.

Konstrukcja 2. Rozwazmy inwersje o Srodku w punkcie przeciecia przekatnych
AC' i BD. Niech obrazami punktéow A, B,C, D w tej inwersji beda odpowiednio
punkty A* B* C*, D* (rys. 3). Wowczas A*B*C*D* ~ ABCD.

Sprawdzenie, wprost z definicji, ze powyzsze pary czworokatéow sa istotnie
blizniacze, pozostawiamy Czytelnikowi.

W geometrii rozwazane sa przerézne uktady wspoéirzednych. Uktad
wspolrzednych kartezjanskich, przypisanie punktom plaszczyzny liczb
zespolonych, ale tez uklady odniesienia wzgledem tréjkata: wspotrzedne
barycentryczne czy trzyliniowe (wyrazajace stosunki odleglosci punktu od bokdéw
ustalonego tréojkata). My bedziemy rozwazaé jeszcze inny ukltad wspélrzednych,
w odniesieniu do czworokata. Niech dany bedzie czworokat ABCD oraz

punkt P, wtedy wspétrzednymi kgtowymi punktu P wzgledem czworokgta ABCD
nazwiemy czwoérke:

wk(P,ABCD) = (xAPB,xBPC,xCPD,xDPA).

Okazuje sie, ze tak zdefiniowane wspélrzedne katowe maja wiele wspdlnego
z czworokatami bliZniaczymi. Dokladniej méowi o tym nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Je$li ABCD ~ A*B*C*D*, to dla kazdego
punktu P istnieje taki punkt P°, ze wk(P, ABCD) =
= wk(P°®,C*D*A*B*).

Dowdéd. Rozwazmy antyinwersje Al gdzie t = AE - CE.

Latwo zauwazy¢, ze Al (C) = A oraz Alt,(A) = C. Oznaczmy

Al (B) = B*, AI%,(D) = D* oraz AI%(P) = P* (rys. 4). Na mocy
prawdziwosci Konstrukeji 2 czworokaty ABCD i CB*AD* sa
bliZzniacze. Niech w; i we beda odpowiednio okregami opisanymi
na tréjkatach AACP i ABDP, niech punkt @) bedzie drugim
przecieciem okregow wi i wy. Wykaze, ze szukanym punktem P°

jest punkt AIL(Q) = Q*.
Wystarczy uzasadnié, ze
(1) XxDPA = ¥xB*Q*A,



By unikngé¢ rozwazania niepotrzebnych
przypadkéw, postugujemy sie katami
skierowanymi. Katem skierowanym
miedzy prosty k i [ nazywamy taka
liczbe a z przedzialu [0°,180°), ze po
obréceniu prostej k przeciwnie do ruchu
wskazéwek zegara o kat a proste k' il
beda réwnolegte. Dla katéw skierowanych
zachodzi nastepujaca wlasnosé: kqt
skierowany miedzy prostq k il jest
réwny katow: skierowanemu miedzy
prostg k' i1’ i réiny od 0° wtedy i tylko

wtedy, gdy punkty

kENLE N,k Nnk',1 Nl lezg na jednym
okregu. Bede ja nazywal Wlasnoscig 1.

gdyz pozostate do sprawdzenia réwnosci sa analogiczne. Poniewaz
PE-EP*=QF - -FEQ* = AE - EC, wigc punkty P* i Q* leza na okregu wy.

Na mocy Wlasnosci 1 (patrz margines) wystarczy zatem wykazaé, ze proste
Q*B* i PD przecinaja si¢ na okregu wy. To zas, ponownie na mocy Wtasnosci 1,
jest rownowazne réwnosci

(2) XP*PD = ¥P*Q*B".

Niech P’ bedzie drugim przecieciem prostej P*P z okregiem w3 = Al (ws).
Poniewaz okrag w3 przechodzi na okrag ws w pewnej jednokltadnosci o $rodku
w E (co wynika z definicji inwersji), wiec proste DP i B* P’ sa réwnolegle, stad
(3) ¥P*PD = xP*P'B*.

Poniewaz punkty P*, P',Q* i B* leza na jednym okregu, to na mocy Wlasnosci 1
zachodzi

(4) ¥ P*P'B* = xP*Q*B".

Roéwnosci i implikuja , wiec réwniez (1)), co koniczy dowdd. O

W dowodzeniu kolejnych twierdzen przyda nam sie nastepujace stwierdzenie,
ktoére jest w pewnym sensie odwréceniem Twierdzenia 1. Jego dowdd
pozostawiamy Czytelnikowi.

Stwierdzenie. Jedli katy w odpowiadajacych wierzchotkach czworokatow
ABCD i A*B*C*D* sumuja sie do 180 stopni oraz istnieja takie punkty P i P°,
ze wk(P, ABCD) = wk(P°,C*D*A*B*), to czworokaty te sa blizniacze.

Wyposazeni w przedstawione narzedzia mozemy udowodnié ponizsze
Twierdzenia 2 i 3. Czytelnika Dociekliwego zachecamy do samodzielnego
zmierzenia sie z tymi twierdzeniami przed przeczytaniem zamieszczonych
dowodow. Mozna sprébowaé uzasadnic je bez powolywania sie na Twierdzenie 1
(takie dowody sa przedstawione w pelnej wersji mojej pracy Czworokgty
blizniacze dostepnej na stronie deltami.edu.pl).

Twierdzenie 2. Jesli ABCD ~ A*B*C*D* oraz w czworokat ABCD da si¢
wpisaé okrag, to w czworokat A* B*C*D* tez da sie wpisaé okrag.

Dowdéd. Na pélprostych B*C* i A*D* wybierzmy punkty C} i D7 tak, ze
odcinki C*D* i C} D7 sa réwnolegle oraz w czworokat A*B*C} D} mozna wpisaé
okrag. Wystarczy udowodnié, ze Cj = C* i D} = D*.

Niech I i I* beda $rodkami okregdéw wpisanych w ABCD i A*B*C{Dy.

Zauwazmy, ze

A B

AIB=180° — = — =

* 2 2
oraz C* D* C* D* C D
C*I*D*:18Oo_ 1 1:1800_ _ _ = ndl
B 2 2 2 2 5 T

zatem poniewaz A+ B+ C + D = 360°, to xAIB = xC{I*D7. W tej sytuacji
punkty I i I* maja takie same pierwsze wspotrzedne katowe odpowiednio
wzgledem czworokatéw ABCD i CyD;A*B*. Analogicznie mozemy dowies¢,

ze pozostale trzy wspélrzedne tez sa takie same, zatem wk(I, ABCD) =

= wk(I*,C; D} A* B*), skad na mocy Stwierdzenia wnioskujemy, ze

ABCD =~ A*B*Cf{Dj. Zgodnie z zatozeniami mamy ABCD ~ A*B*C*D*, zatem
czworokaty A*B*C*D* i A*B*C} D7 sa podobne, skad tatwo wywnioskowaé, ze
Cy =C* i Dy = D*, a to konczy dowdd. O

Twierdzenie 3. Jesli ABC'D ~ A*B*C*D* oraz proste AC*, CA* i BD* sa
wspoélpekowe, to przez ich punkt przecigcia przechodzi prosta DB*.

Dowdéd. Niech punkt P bedzie przecigciem wyzej wymienionych trzech prostych.
Zalézmy ponadto, ze P nie lezy na okregu opisanym na tréjkacie A*C* D*
(dowdd w przeciwnym przypadku jest raczej techniczny i mniej ciekawy).

Rozwazmy taki punkt P°, by
(5) wk(P, ABCD) = wk(P°®,C*D*A*B*)

(istnienie takiego punktu gwarantuje nam Twierdzenie 1). Poniewaz proste
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AC*,CA* 1 BD* sg wspdlpekowe, to zachodza réwnosci katéw
XC*P°D* = xAPB = £C*PD* oraz XxA*P°C* = xCPA= xA*PC*,
one za$ implikuja, ze czworokaty PD*C* P® i PC* A* P° sa wpisane w okregi.
Poniewaz czworokat PD*C*A* nie jest wpisany w okrag, wiec P° = P lub
P? = C*. W analogiczny spos6b mozemy jednak udowodnié, ze P°® = P lub
P° = A* (role punktéw A* i C* sa symetryczne), zatem musi by¢ P® = P.
Z wynika zatem, ze <X A*PB* = xCPD, z tego zas mamy, ze punkty D, P
i B* sa wspotliniowe, wigc teza zachodzi. O

Na zakoniczenie pozostawiamy dla Czytelnika dwa zadania, ktore da sie
rozwiazaé, wykorzystujac czworokaty blizniacze — rozwigzania te mozna

znalezé w pelnej wersji mojej pracy zgltoszonej na Konkurs Uczniowskich Prac
z Matematyki im. Pawla Domanskiego. Pierwsze z nich zostalo przedstawione na
stronie www.gogeometry.com jako problem 1351, bez znanego geometrycznego
Rys. 5 dowodu; to wladnie ono bylo dla mnie motywacja do napisania pracy. Drugie
zadanie jest zadaniem autorskim, powstalym w trakcie badania czworokatéw
blizniaczych.

Zadanie 1. W czworokat wypukly ABCD mozna wpisaé¢ okrag. Przez $rodek
kazdego z odcinkéw AB, BC,CD, DA poprowadzono proste prostopadie do
przeciwleglych bokow czworokata ABCD. Proste te ograniczaja obszar bedacy
czworokatem wypuklym. Wykazaé, ze w ten czworokat réwniez mozna wpisaé
okrag (rys. 5).

Zadanie 2. Na czworokacie ABC D mozna opisaé¢ okrag. Niech E bedzie
punktem przeciecia przekatnych czworokata. Zalézmy, ze dwusieczna kata
AFEB przecina prosta AB w punkcie P, za$ prosta DC w punkcie R; niech
ponadto dwusieczna kata BEC przecina prosta BC' w punkcie @), za$ prosta
Rys. 6 AD w punkcie S. Udowodni¢, ze okregi opisane na tréjkatach APBQ, AQCR,
ARDS, ASAP maja punkt wspdlny (rys. 6).

Uwaga koricowa. Jak juz nadmienilem we wstepie, czworokaty blizniacze

na plaszczyznie da sie narysowaé¢ w taki sposéb, by ich odpowiadajace

boki i przekatne byly réwnolegte. Mozna sie zastanowié, czy istnieja inne

pary n-katow o tej wlasnosci, ze da sie je narysowaé¢ w taki sposéb, by ich
odpowiadajace sobie boki i przekatne byly do siebie réwnolegle oraz by n-katy
te nie byly do siebie podobne. Dla n = 3 oczywiscie taka para nie istnieje, z kolei
przykltad dla n = 5 przedstawiony jest na marginesie. Potrafie udowodnié, ze
takich par jest stosunkowo malto, w szczegdlnosci nie dla kazdego n-kata istnieje
tak zdefiniowany n-kat blizniaczy. Zachecam Czytelnika do proby znalezienia
odpowiedzi na to pytanie!

Odpowiedzi do artykulu FII. Jesli Lolek prawidlowo wykonal swoje rachunki,
Matly Gauss to zachodza:
(1) {m20+m1d:x3
FI. Zalézmy, ze w sprawdzanej T3Cc+ Tod = x4
pracy Bolka mamy x11 = g, 12 = h. oraz
Jesli dalej obliczal prawidtowo (2) zac+ x3d = T,

(przynajmniej do miejsca x17), to

uzyskal nastepujace wartosci: Rozwiazujac (dowolna metoda) uktad réwnan

z niewiadomymi ¢, d, otrzyma
xr13 =49 + h7

Loy — X1y ToTy — T3
A S T
15 = 29 + 3h, co po podstawieniu do wzoru (2)) daje nastepujaca
16 = 39 + 5h, ytozsamosé weryfikujaca”:
x17 = 5g + 8h. ToX3 — T1Xy4 ToT4 — T3
. . . Ts =T4 —5 T T3" 55—
Fibonaccia oblicza: r5— 123 x5 — 123
211 — 8215 + 3x17 = Jako wielomian weryfikujacy F» mozna wiec przyjac
=g —8(29 + 3h) + 3(5g + 8h) = Fy(x1, 72, 23,14, 25) =
=0. = x% + xlxi + x5m§ — 2X9X3%4 — T1X3T5.
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