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Potega punktu wzgledem okregu
Barttomiej BZDEGA

Rozwazmy okrag w = 0o(O, ) o érodku O i promieniu r oraz ustalmy pewien punkt P
w odlegtosci d od punktu O (na rysunku obok d < r). Niech AB bedzie taka $rednica
okregu w, by punkt P lezal na prostej AB. Przez punkt P prowadzimy dowolna
prosta, ktéra przecina okrag w w punktach X i Y. Z podobienstwa tréjkatéw APY

i XPB wynika, ze

|PX|-|PY|=|PA|-|PB|=(r—d)(r+d) =1*—d°,

zatem warto$¢ tego iloczynu nie zalezy od wyboru prostej przechodzacej przez
punkt P. Pozostawiamy Czytelnikowi wykazanie, ze je$li punkt P lezy na zewnatrz
lub na okregu w, to |PX|-|PY| = d? — r2. Liczbe P, (P) = |OP|? — r? nazywamy
potegq punktu P wzgledem okregu w = o(O, ). Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze
jesli prosta PT jest styczna do okregu w w punkcie T, to P, (P) = |PT|%.

Teraz rozwazmy okregi wq = 0(O1,71) i wa = 0(O2,72), dla ktérych |O102] = D > 0.
Niech P’ bedzie rzutem prostokatnym punktu P na prosta O,0s oraz niech
a = |01 P'|, przy czym warto$¢ a bierzemy ze znakiem minus, jesli punkt P’ lezy
yha lewo” od O;. Po prostych rachunkach otrzymamy
r2 —r2+ D2

2D
To oznacza, ze zbiér tych punktow, ktére maja jednakowa potege wzgledem okregow
w1 1 wa, jest prosta prostopadta do O10s. Nazywamy ja osig potegowq okregéw
w1 1 wo 1 bedziemy oznacza¢ symbolem £, .,. Zauwazmy tez, ze jedli okregi
przecinaja sie w dwoch punktach, to ich o$ potegowa przechodzi przez te dwa
punkty.

Puy (P) =Py, (P) < a=

Osie potegowe sa przydatne w dowodzeniu wspotliniowosci punktéw: jesli
Po, (P) = Po, (P), to punkt P lezy na prostej £o, o, -

Zadania

1. Odrobina klasyki:

(a) W kat o wierzchotku O wpisano dwa okregi: 01 styczny do ramion kata

w punktach A; i By oraz oo — w punktach As i By. Wykazaé, ze okregi te

wyznaczaja cieciwy jednakowej dlugosci na ich wspdlnej siecznej A; Bs.

Na kazdej wspdlnej stycznej dwoch roztacznych zewnetrznie okregow

zaznaczono odcinek taczacy punkty stycznosci. Dowiesé, ze $rodki wszystkich

czterech zaznaczonych odcinkéw leza na jednej proste;j.

Okregi 01 1 09 przecinaja sie w punktach A i B. Z punktu P lezacego na

prostej AB poprowadzono styczng do o; w punkcie K i do oo w punkcie L.

Udowodnié, ze trojkat PK L jest rownoramienny.

2. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i C'D. Okregi o érednicach BC'i DA
przecinaja sie w punktach P i Q). Przekatne trapezu przecinaja si¢ w punkcie S.
Dowiesé¢, ze punkty P, Q i S leza na jednej prostej.

3. Odcinek CT jest wysokoscia tréjkata ABC, w ktérym | ACB| = 90°. Okrag
o srodku C' i promieniu C'T oraz okrag opisany na tréjkacie ABC przecinaja sie
w punktach P i Q). Dowies¢, ze prosta PQ przechodzi przez $rodek odcinka CT.

4. 7 punktu A poprowadzono styczne do okregu w o érodku O, w punktach K i L.
Punkt M jest srodkiem odcinka K L. Okrag o, przechodzacy przez punkty O i M,
przecina okrag w w punktach B i C. Wykazaé, ze punkty A, B i C leza na jednej
proste;j.

5. Dany jest tréjkat ABC. Okrag styczny do odcinkéw BC' i AC przecina
odcinek AB w punktach K i L. Wykazad, ze ||AK| — |BL|| < ||AC| — |BC||.

6. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego, a punkt H ortocentrum tréjkata
ostrokatnego i r6znobocznego ABC. Punkty P i @ leza odpowiednio na
odcinkach CA i CB, przy czym czworokat CPHQ jest réwnoleglobokiem.
Wykazaé, ze |OP| = |0Q).

7. Srednica AB i prostopadla do niej cieciwa PQ okregu o przecinaja sie
w punkcie S. Okrag w jest styczny (wewnetrznie) do okregu o i do odcinkéw PS
oraz BS. Niech T bedzie punktem stycznosci okregu w do odcinka BS. Wykazad,
ze |AT| = |AP].

(b)
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