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Jest to pelna wersja artykulu zamieszczonego w Delcie 10/2019. Wersja ta zawiera
listingi programoéw opisywanych przez Autora w drukowanej wersji tekstu.

Niech autorowi bedzie wolno cofnaé sie w czasy 1$niacych w stoncu chromowanych
obreczy k6t roweréw (lub wézkéw dziecinnych). Obrecze te rzucaly rozmaite
odblaski na powierzchnie szosy. Bogactwo obserwowanych ksztaltéw zachecato do
podjecia proby opisania ich w jezyku matematyki. Zrobmy to teraz, choé
poniewczasie — bo wspélczesnie trudniej o okazje ujrzenia tego zjawiska.
Ograniczymy si¢ do $wiatla odbijanego przez jeden z kolnierzy obreczy. Ma on
pewng szerokosé, wiec odblask jest figura dwuwymiarowa. Jesli jednak ta
szeroko$¢ bedzie dazyé do zera, w granicy otrzymamy jako refleks obiekt
jednowymiarowy. To jest wlasnie nasza stoneczna albo dzienna krzywa rowerowa
L (SKR).

Wybierzmy tréjwymiarowy prostokatny uklad wspélrzednych tak, zeby srodek
okregu bedacego zbiorem rozpatrywanych punktéw, od ktorych odbija sie
$wiatlo, wypadl w poczatku ukladu wspétrzednych, a okrag ten (o jednostkowym
promieniu) lezal w plaszczyZnie wyznaczonej przez pozioma o$ = 1 pionowa o$ z.
Powierzchnia szosy bedzie mie¢ réwnanie z = —1 (dla uproszczenia zaniedbujemy
grubos$¢ opony).

Wprowadzimy cztery jednostkowe wektory: s - wektor stoneczny (skierowany w
strone slonca), ro - wektor wodzacy punktu na okregu, n - wektor normalny do
powierzchni odbijajacej w punkcie wskazanym przez rg i a - wektor wyrazajacy
kierunek promienia odbitego. Wspotrzedne trzech pierwszych wektorow
zapiszemy, jak nastepuje:

s = (pv,pt,0)
ro = (Ev Oa C)
n = (_gﬂa v, C/J’)

Wprowadzilismy tu wiele zmiennych w celu unikniecia ciaglego pisania sinuséw i
kosinusow katéw definiujacych problem. Przyjmujac typowe symbole dla katéw
sferycznych oznaczylidmy: p = sinf, o = cosf, 7 = sin ¢, v = cos . Oznaczajac
litera v kat miedzy wektorem n a osia y mamy tez yu = sin~y, v = cos~y.

W celu wyznaczenia a postuzymy sie prawem odbicia, ktére wyrazimy ukladem
rownan:
sXxXn=nxa
s‘n=n-a
Piszac pierwsze réwnanie w postaci

(s+a)xn=0

mnozac je wektorowo z lewej strony przez n i korzystajac z cudownej tozsamosci
ax (bxc)=Db(a-c)—c(a-b) dostaniemy

a=n(2s-n)—s (1)

Odbity promien $wiatta biegnie wzdluz prostej o kierunku wektora a i
przechodzacej przez punkt ro. Punkty lezace na tej prostej spelniaja réwnanie:

r=rg+Aa (2)

ITabachnikow zdefiniowal krzywa rowerowa (bicycle curve) jako linig zakreslang przez tylne
koto roweru, gdy przednie porusza si¢ wzdluz innej, zadanej krzywej (uogélnienie traktrysy). W
tym artykule méwimy o czym innym - stad dodatkowy, ciepty przymiotnik: stoneczna.



gdzie A jest dowolng liczba rzeczywista. Laczac wzory (1) i (2), podstawiajac
wspolrzedne wektoréw rg, n i s, oznaczajac wspdlrzedne r przez z, y i z oraz
dotaczajac réwnanie szosy dostaniemy:

—x + 2020 + 2N E% pu — 20 puvépt — Apv + £ =0
—y+ A (—QC/WJ — 2uvépu + 2% pr — pT) =0

—2 4+ 2CNPo + 20\ pu — 20 \uvpT + ¢ — Ao =0
z+1=0

Gdy koniec wektora ry przebiega po okregu, punkt o wspélrzednych (z,y)
speliajacych powyzszy uktad réwnan podaza wzdhuz SKR. Zwréémy jednak
uwage na to, ze w opisie matematycznym dopuéciliémy przypadki
nieodpowiadajace fizycznej rzeczywistosci. Po pierwsze promien musi zostac¢
odbity w dét, aby pasé na droge. Tak bedzie tylko wtedy, gdy a. < 0. Po drugie
mozliwe sg odbicia tylko od zewnetrznej powierzchni kolnierza, co wyrazi¢ mozna
warunkiem s - n > 0. Mozemy wiec na krzywej opisanej powyzszym réwnaniem
wyroznié cze$é rzeczywista, odpowiadajaca spelnieniu obydwu warunkéw i
pozostala czes¢ — urojona.

Jesli wyrazimy wspoélrzedne wektora wodzacego przez kat, jaki tworzy on z osia x
i wyeliminujemy A, otrzymamy parametryczne réwnanie krzywych. Pozwala to
tatwo sporzadzi¢ ich wykresy dla réznych potozen stonica oraz réznych katéw -~y i
przekonaé sie jak bardzo moga by¢ réznorodne (rys. 1). Urojone fragmenty
krzywych wyréznione sg kolorem.

W nowszych rowerach kat v jest czesto rowny zeru — kolnierz jest ptaskim
pierscieniem, a nie pobocznicg stozka Scietego. Wtedy, jak latwo sie przekonac,
SKR redukuje sie do elipsy. Inny szczegdlny przypadek, to jazda o zachodzie
stonica w kierunku prostopadlym do wektora stonecznego. Réwniez wtedy SKR
bedzie krzywa stozkowa, tym razem hiperbola. Sa to wigc krzywe algebraiczne
stopnia drugiego. Spytajmy, czy w pozostatych przypadkach SKR tez jest krzywa
algebraiczng i jaki moze by¢ jej stopien?

Dodajac do ukladu (3) warunek ¢2 + (2 — 1 = 0 dostajemy zbiér réwnan z
niewiadomymi z, vy, 2, &, (, A. Jedli uda sie nam wyeliminowaé¢ zmienne &, (, zi A
to powinnidmy uzyskaé¢ poszukiwane réwnanie krzywej, wiazace x i y. Ot6z da sig
to zrobi¢, cho¢ raczej nie na tablicy, czy kartce papieru. Skorzystamy z programu
Singular, ktéry umozliwia rozwiazywanie probleméw z zakresu algebry
wielomianéw.

Oto listing z wykonania tego programu dla naszego problemu:

SINGULAR / Development
A Computer Algebra System for Polynomial Computations /  version 4.1.0
o<
by: W. Decker, G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \ Nov 2016
FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \
bike.sin 1> //
bike.sin 2. // Stoneczne krzywe rowerowe.
bike.sin 3. //
bike.sin 4. // Réwnania naszego problemu dane sg wielomianami
bike.sin 5. // zmiennych xi, zeta, x, y i z.
bike.sin 6. // Wspéiczynniki wystepujace w tych réwnaniach (lambda..upsilon)
bike.sin 7. // tez potraktujemy jak zmienne.
bike.sin 8. // Dzieki temu mozemy rozwazyé pierScien wielomianéw w tych wszystkich
bike.sin 9. // zmiennych, ale o wspéiczynnikach z ciata liczb wymiernych (QQ)
bike.sin 10. //



bike.sin 11. ring RR=QQ, (x,y,z,xi,zeta,lambda,mu,nu,sigma,rho,tau,upsilon),dp;
bike.sin 12> //

bike.sin 13. // Rozwazamy ideal rozpiety przez wielomiany

bike.sin 14. // naszego problemu

bike.sin 15. //

bike.sin 16. ideal I = -x+xi+2*zetax*lambda*mu”2*xi*sigma-2*lambda*mu*nuxxi*rho*tau
bike.sin 17. -lambda*rho*upsilon+2*lambda*mu”2*xi”2*rho*upsilon,
bike.sin 18. -y+lambda* (-2*zeta*mu*nu*sigma-rho*tau+2*nu”2*sigma*tau
bike.sin 19. -2#mu*nu*xxi*rho*upsilon),

bike.sin 20. -z+zeta-lambda*sigma+2*zeta”2*lambda*mu”2*sigma

bike.sin 21. -2*xzetaxlambda*mu*nu*rhoxtau

bike.sin 22. +2xzeta*lambda*mu”2*xi*rho*upsilon,

bike.sin 23. xi“2+zeta"2-1, z-1; // ignorujemy zwigzki miedzy
bike.sin 24> // pozostatymi zmiennymi

bike.sin 25. //

bike.sin 26. // interesuje nas efektywnos¢: wiaczamy raportowanie czasu procesora.
bike.sin 27. // potem tez spytamy o maksymalng uzyta pamieé

bike.sin 28. //

bike.sin 29. timer=1;

//used time: 0.05 sec

bike.sin 30> //

bike.sin 31. ideal el=eliminate(I,zeta*xi*lambda*z);

//used time: 0.20 sec

bike.sin 32> // pytanie o RAM

bike.sin 33> memory(2); // 2 - maksymalna [B]

2232320

bike.sin 34> // sprawdzamy, czy uktad zredukowal sie do jednego wielomianu
bike.sin 35. size(el);

1

bike.sin 36> // ogladamy jednomiany (bez wspéiczynnikéw) obecne

bike.sin 37. // w rozwiazaniu

bike.sin 38. //

bike.sin 39. matrix m=coef (el[1],x*y*z*xi*zeta*lambda);

bike.sin 40> m[1,1..ncols(m)];

xX"4 x73%y x72%y"2 x*y~3 yT4 x73 x"2%y x*y"2 y°3 x72 xxy y' 2y

bike.sin 41> //

bike.sin 42. // Krzywe rowerowe sg krzywymi algebraicznymi stopnia czwartego
bike.sin 43. // (z wyjatkiem przypadkéw zdegenerowanych) .

bike.sin 44. // Zmienne xi, zeta, lambda i z rzeczywiscie zniknety.
bike.sin 45. // Nie ma wyrazu wolnego, co nie jest dziwne.

bike.sin 46. // Nie dziwi tez brak wyrazu liniowego w x.

bike.sin 47. //

bike.sin 48. exit;

Auf Wiedersehen.

Uzyskany w okamgnieniu wynik dotyczy szerszej klasy krzywych, nie
uwzglednili$émy bowiem zwiazkéw p? +1v2 =1,0%2 +p?> =11i 72 +02 =1.Ich
dotaczenie pozwala odkry¢ jeszcze jedng wlasciwosé krzywych rowerowych —
wspolezynniki przy wyrazach 23y i zy® sa jednakowe. Udaje sie to jednak
stwierdzi¢ kosztem uzycia znacznie wigkszych zasobéw obliczeniowych i po
yrecznym” wyeliminowaniu z i A. Trzeba przy tym poczynié pewne zalozenia
zapobiegajace dzieleniu przez zero.

bike2.sin 14. poly q = sigma-2*zeta”2*mu”2*sigma+2*zeta*mu*rho
bike2.sin 15. * (nu*tau-mu*xi*upsilon) ;



bike2.sin
bike2.sin
bike2.sin
bike2.sin
bike2.sin

bike2.sin

16

17.
18.
19.
20.

27

> ideal I = x*q-xi*(sigma+2*zeta*mu”2*sigma-2*mu*nu*rho*tau)
+(1+zeta) *rho*upsilon-2*mu”~2+*xi~2*rho*upsilon,
y*q+(1+zeta) * (2xzeta*mu*nu*sigma+rho*tau-2+nu”~2*rho*tau
+2*muknuxxi*rho*upsilon),
xi"2+zeta”"2-1,mu"2+nu"2-1,sigma"2+rho"2-1,tau"2+upsilon~2-1;

. ideal el=eliminate(I,zeta*xi);

//used time: 8313.25 sec

bike2.sin 32. memory(2); // maksymalna

1881831032
bike2.sin
bike2.sin
7
bike2.sin
bike2.sin
bike2.sin
bike2.sin
bike2.sin

bike2.sin
bike2.sin
bike2.sin
bike2.sin
bike2.sin
bike2.sin
bike2.sin
bike2.sin

bike2.sin
bike2.sin
bike2.sin
bike2.sin

33> // tym razem znaleziona baza idealu zawiera 7 elementéw
34. size(el);
35> //
36. // Pierwsze trzy wyrazaja niezmienione zwigzki miedzy zmiennymi
37. // mu..upsilon:
38. //
39. el[1..3];

tau~2+upsilon”2-1 sigma”2+rho”2-1 mu~2+nu~2-1
40> //
41. // Ogladamy jednomiany (bez wspétczynnikéw) obecne
42. // w czwartym wielomianie bazy. Mozna sie przekonac,
43. // ze pozostate elementy bazy nie wnosza nic nowego,
44. // o ile spelnione sg zwigzki miedzy mu..upsilon.
45. //
46. matrix m=coef (el[4],x*y*xi*zeta);
47> m[1,1..ncols(m)];

X4 x"3%y x"2xy"2 x*y"3 y~4 x"3 X 2%y x*¥y~2 y'3 X722 x*y y"2 y
48> //
49. // Zaden jednomian nie zniknak.
61. // Ciekawa jest taka sama wartosc¢
62. // wspétczynnikéw przy wyrazach x"3 y oraz x y~3.
63. m[2,2]1-m[2,4];

bike2.sin
0

bulbike.sin
bulbike.sin

bulbike.sin

//used time:

bulbike.sin
2347008000
bulbike.sin
bulbike.sin
1

Co sig zmieni, jesli zrédlem $wiatta bedzie zaréwka znajdujaca sie blisko kota?
Niech (R, 8, ¢) beda teraz jej sferycznymi wspolrzednymi. Wektor s trzeba we
wzorze (1) zastapi¢ wektorem b = (Rs —rg). Rys. 2 pokazuje kilka ksztaltéw

krzywych rowerowych dla nieodleglego punktowego Zrodla swiatta.

2. // Latarniane (nocne) krzywe rowerowe.
12. ring RR=QQ, (x,y,z,xi,zeta,lambda,mu,nu,sigma,rho,tau,upsilon,R),dp;

37. ideal el=eliminate(I,zeta*xi*lambdax*z);
15888.88 sec

42> memory(2); // maksymalna

43> // sprawdzamy, ze baza zredukowata sie do jednego wielomianu
44. size(el);



bulbike.sin 49. // To tez krzywa czwartego stopnia
bulbike.sin 50> m[1,1..ncols(m)];
xX"4 x73%y x72%y"2 x*y~3 yT4 X73 x"2%y x*y"2 y"3 x72 xxy y' 2y

Réwniez tym razem stwierdzamy, nakladem ponad 4 godzin CPU i 2GiB RAM,
ze sa to krzywe czwartego stopnia. Sprawdzenie dla przyktadowych danych
pokazuje, ze wspolczynniki przy 3y i zy® nie musza juz byé réwne.

Mozna badaé rézne wzajemne usytuowania kota i ptaszczyzny — np. koto
nieprostopadte do szosy (kolarz na zakrecie lub walczacy z bocznym wiatrem),
odblask na $cianie itp. Warto wigc zbadaé powierzchnie (rozmaito$é
algebraiczna) utworzona przez wszystkie promienie odbite. Wystarczy z ukladu
(3) usuna¢ réwnanie szosy. Réwniez tu otrzymujemy powierzchnie czwartego
stopnia, zaréwno dla krzywych dziennych, jak i nocnych:

bikevar.sin 41> // powierzchnia dzienna

bikevar.sin 42. m[1,1..ncols(m)];

x"4 x73%y x72%y"2 x*xy~3 y 4 X 3%z X"2%y*z x*ky 2%z y 3%z

X"2%z72 xky*z"2 yT2%z"2 x*z"3 y*z"3 z74 x"3 X" 2%y x*xy~2

y©3 x"2%z x*y*z y 2%z x*z"2 y*z"2 z"3 x72 x*y y'2 x*z y*z z"2 x y z 1

bikevar.sin 43> deg(el[1]); // stopiei wielomianu we wszystkich 9 zmiennych
22

bikevar.sin 44> size(el[1]); // liczba jednomianéw tworzacych wielomian

778

bulbikevar.sin 41> // powierzchnia nocna

bulbikevar.sin 42> deg(el[1]); // stopiei wielomianu we wszystkich 10 zmiennych
22

bulbikevar.sin 43> size(el[1]); // liczba jednomianéw tworzacych wielomian
1014

Wynika stad, ze przy dowolnym usytuowaniu ptaszczyzny krzywe rowerowe sa
krzywymi czwartego stopnia.

Wszystkie przedstawione rezultaty mozna uzyska¢ na przecietnym ,pececie” w
ciggu kilku godzin. Zanim jednak znalaztem wlasciwy sposéb sformulowania
zadan musiatem przekonaé sie, w ramach tzw. grantu testowego, ze pierwotnie
wybrane kierunki poszukiwan nie gwarantuja szans na rozwiazanie przy
wykorzystaniu znacznie potezniejszych zasobow dostepnych w infrastrukturze
PL-Grid (RAM>256GiB, CPU>kilka dni). Dopiero te negatywne wyniki zmusity
mnie do znalezienia lepszego kierunku zaatakowania problemu. Dzigkuje,
PL-Grid!

Czytelnik Choé Troche Dociekliwy (innych A nie mal!) z pewnoscia bedzie chcial
wiedzie¢, w jaki sposéb program Singular dokonal zademonstrowanych
eliminacji. Chetnie o tym opowiem i wyjasnie, dlaczego na Wydziale
Farmaceutycznym UJ interesujemy si¢ pierScieniami wielomianéw, ale chyba
lepiej bedzie to zrobié¢ juz przy innej okazji.
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Rysunek 1: Przyklady stonecznych krzywych rowerowych. Kolorem zaznaczono
urojone fragmenty krzywych. Jednostka miary katow jest kat prosty.
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Rysunek 2: Przyklady krzywych rowerowych dla obreczy o$wietlonej zaréwka.



