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Twierdzenie o tréjzebie
Barttomiej BZDEGA

Opiszmy okrag o na trojkacie ABC'. Niech S, bedzie srodkiem tuku BC
niezawierajacego punktu A, zas L, — srodkiem drugiego tuku BC'.

Odcinek L,S, jest oczywiscie srednica okregu o, na ktérej lezy symetralna
odcinka BC. Luki BS, i CS, sa réwnej dlugosci, wiec katy wpisane na nich
oparte maja jednakowa miare, czyli prosta AS, jest dwusieczna kata BAC.
Jezeli L, # A, to |¥xL,AS,| = 90°, wigc prosta AL, jest dwusieczna kata
zewnetrznego A tréjkata ABC.

Oznaczmy przez I érodek okregu wpisanego w trojkat ABC oraz miary
katéw wewnetrznych przy wierzchotkach A, B, C' odpowiednio przez «, 3, 7.
Woéwezas |XBS,I| = v oraz |[XIBS,| = § + g, wige |XBIS,| = § + g =

= [IBS,]|, co daje ré6wnos¢ |1S,| = |BS,| = |CSs|, znang pod nazwa
twierdzenie o trojlisciu. Niech I, bedzie srodkiem okregu dopisanego do
trojkata ABC, stycznego do odcinka BC. Punkty A, I, I, leza na jednej
prostej, a ponadto |<IBI,| = 90°, wiec 11, jest $rednica okregu opisanego
na trojkacie IBI,. To pozwala uzupetnié¢ twierdzenie o tréjlisciu:

11,5, = |IS4]| = | BSa| = |CSal.

Nazywamy to twierdzeniem o trojzebie.

Zadania

1. Sformutowaé i udowodnié¢ twierdzenie o tréjzebie dla dwusiecznej kata
zewnetrznego.

2. Wysokoéci nieréwnoramiennego, ostrokatnego trojkata ABC' przecinaja

sie¢ w punkcie H. Punkt S jest érodkiem tego tuku BC okregu opisanego na
trojkacie BCH, ktory zawiera punkt H. Wyznaczy¢ miare kata BAC, jedli
spelniona jest réwnos$¢ |[AH| = |AS].

3. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC'. Prosta Al
przecina odcinek BC w punkcie D. Symetralna odcinka AD przecina proste
BI oraz CI odpowiednio w punktach P i Q). Dowie$é, ze wysokosci trojkata
PQD przecinaja sie w punkcie 1.

4. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym |AB| < |AC|. Dwusieczna
kata BAC przecina bok BC' w punkcie D. Punkt M jest srodkiem boku
BC'. Udowodnié, ze prosta przechodzaca przez $rodki okregéw opisanych na
trojkatach ABC 1 ADM jest réwnolegta do prostej AD.

5. W tréjkat ABC wpisano okrag o srodku I. Proste Al i BI przecinaja
okrag opisany na tréjkacie ABC odpowiednio w punktach P i @), réznych
od A i B. Punkt F jest takim punktem, ze czworokat CPFQ) jest
réwnoleglobokiem. Dowiesé, ze jesli I # F, to |<CIF| = 90°.

6. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do odcinkéw BC, CA, AB
w punktach odpowiednio D, F, F. Niech J,, Jy i J. beda odpowiednio
srodkami okregéow wpisanych w trojkaty AEF, BDF, CDE. Prosta /¢, jest
symetryczna do prostej BC wzgledem prostej JpJ., analogicznie okreslamy
proste £ i £.. Dowiesé, ze proste {4, £y i £, przecinajg sie w jednym punkcie.

7. Dlugoéci bokéw pewnego trojkata réznobocznego stanowia ciag
arytmetyczny. Wykazad, ze prosta taczaca srodek okregu opisanego

i wpisanego w ten tréjkat jest prostopadia do dwusiecznej pewnego kata
wewnetrznego w tym tréjkacie.

8. Tréjkat wpisany jest w okrag o promieniu R i opisany na tréjkacie
o promieniu r. Odlegto$¢ miedzy Srodkami tych okregdw jest réwna d.
Dowiesé, ze d*> = R(R — 2r) (twierdzenie Eulera).
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