Rys. 1. K,L, M, N, P, Q sa $rodkami
odpowiednich bokéw i przekatnych.

Rys. 2. H — ortocentrum czworokata
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Zadania domowe
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Wysokoscig czworokgta nazwijmy prosta przechodzaca przez Srodek jego boku

i prostopadta do boku przeciwlegtego. W niektérych czworokatach wszystkie cztery
wysokosci przecinaja sie w jednym punkcie — ortocentrum czworokgta. Przyktadowo
kwadrat ma ortocentrum, a romb niebedacy kwadratem nie ma.

Wysokos$ci czworokata

Rozwazmy czworokat ABCD. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunkach 11 2.

Lemat. KLMN to réwnoleglobok, a jego srodek S jest tez srodkiem odcinka PQ.

W dowodzie mozna wykorzystaé¢ np. linie §rodkowa (deltoid 5/2017) lub $rodki ciezkos$ci
(deltoid 12/2011), a przy okazji wykazaé, ze punkt S jest srodkiem ciezkosci uktadu
punktéow A, B, C, D.

Twierdzenie. Czworokat ma ortocentrum wtedy i tylko wtedy, gdy mozna na nim
opisaé okrag.

Dowdd. Na mocy lematu, symetria srodkowa wzgledem S przeprowadza punkt M
na K, a wysoko$¢ z M na prosta przez K i prostopadia do AB, czyli na symetralna
boku AB. Analogicznie obrazami pozostalych wysokosci sa odpowiednie symetralne
bokéw. Wobec tego ortocentrum czworokata istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
wspolny punkt symetralnych jego bokéw, czyli sSrodek okregu opisanego. [J

‘Whiosek. Punkty H, S, O leza na jednej prostej, w tej kolejnosci i HS = SO.
W zadaniach 1, 2, 4 i 5 zakladamy, ze czworokat ABC D ma ortocentrum.

1. Udowodnij, ze punkt H jest ortocentrum tréjkata PQV .

2. Niech proste AB i C'D przecinaja siec w punkcie W. Wykaz, ze WH 1 KM.

3. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéow BC, C'A, AB odpowiednio
w punktach K, L, M. Udowodnij, Zze proste przechodzace przez srodki odcinkéw
KL, LM, MK i prostopadle odpowiednio do bokéw AB, BC, C'A przecinaja sie

w jednym punkcie.

Rozwigzania

R1. Wiemy, ze symetria wzgledem S zamienia punkty P i @) oraz punkty O

i H. Symetralna odcinka AC' jest do niego prostopadla, przechodzi przez jego
srodek P i przez O — srodek okregu, w ktérym AC jest cieciwa. Jej obrazem

w symetrii wzgledem S jest wiec prosta prostopadla do AC, przechodzaca przez @
(czyli wysokoséé trojkata PQV) i przez H. Analogicznie wysokosé trojkata PQV

z wierzchotka P tez przechodzi przez H, co koniczy dowdod. [

R2. Proste KH i M H sa wysokosciami trojkata K MW, wiec W H tez jest. O

R3. Niech S oznacza $rodek ciezkosci tréjkata K LM (rys. 3). Wéwezas
jednoktadnosé o érodku S i skali —2 przeprowadza srodek odcinka K L na punkt M.
Wobec tego przy tej jednokladnosci obrazem prostej przechodzacej przez tenze
srodek i prostopadlej do AB jest prosta przechodzgca przez punkt M i prostopadla
do AB, czyli prosta przechodzaca przez $rodek I okregu wpisanego w tréjkat ABC.
Analogicznie obrazami pozostalych opisanych w zadaniu prostych tez sa proste
przez 1. Stad rowniez wyjéciowe proste sg wspoipekowe. [

6. Udowodnij, ze plaszczyzny przechodzace przez srodki

4. Niech Hs, Hg, Hco, Hp beda odpowiednio ortocentrami
tréjkatéw BCD, CDA, DAB, ABC. Wykaz, ze odcinki
AH,, BHg, CHc, DHp maja wspolny punkt.

Wskazowka. Punkt H jest ich wspélnym $rodkiem.

Wynika stad dodatkowo, ze czworokaty ABCD oraz
HjaHpHcHp sa przystajace, co daje inne rozwigzanie zadania 4
z deltoidu 3/2010.

5. Niech O’ i O” oznaczaja odbicia symetryczne punktu O
wzgledem prostych AB i C'D. Udowodnij, ze punkt H lezy
na prostej O'O”.
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krawedzi czworo$cianu i prostopadte do przeciwleglych
krawedzi maja wspllny punkt (punkt Monge’a).

7. Wykaz, ze w kazdym tréjkacie ortocentrum H, érodek
ciezkosci S i érodek okregu opisanego O leza na jednej
prostej (prostej Eulera), w tej kolejnosci i HS = 2 - SO.

Dowdd znalezé mozna m.in. w deltoidzie 2/2010.

8. Wykaz, ze w dowolnym trojkacie proste réwnolegte
do dwusiecznych poprowadzone przez srodki przeciwlegtych
bokéw przecinaja sie w jednym punkcie.



