Przesuwanie w zadaniach olimpijskich

Michat KIEZA

W tym artykule oméwimy pewng bardzo pozyteczna technike — tzw.
przesuwanie. Polega ona na tym, ze niektére obiekty przesuwamy o pewien
wektor i udowadniamy, ze teza zadania jest niezmiennicza ze wzgledu na
wykonanie tej operacji. Ta metoda pozwala na sprowadzenie rozwiazywanego
zadania do znacznie prostszego. Bardzo czesto ten prostszy przypadek ma
jaki$ rodzaj symetrii, z ktorej tatwo wywnioskowaé teze. Zanim przejdziemy
do rozwiazywania zadan, odnotujmy dwie proste wlasnosci opisanej operacji.

Wtasno$é 1. Jesli punkty A i B przesuniemy o wektor
o, otrzymujac punkty A’ i B', to przesuniecie

prostej AB o wektor ¥ da nam w rezultacie prosta
A'B’ (rys. 1).
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Witiasno$é 2. Dane sg punkty A i B oraz taki punkt C'
na prostej AB, ze % = k. Jesli punkt B przesuniemy o
wektor T, 0trz_>ymujqc punkt B’ a punkt C’ na prostej
AB' spelnia % =k, to 6’? =k- (rys. 2).

Fatwe dowody powyzszych wlasnosci pozostawiamy
Czytelnikowi. Zauwazmy w szczegblnosci, ze z drugiej
wlasnoéci wynika, iz érodek odcinka AB przesunie sie
o wektor %7, za$ punkt symetryczny do B wzgledem
punktu 4 o wektor — .

Uzbrojeni w tytutowa metode i powyzsze wlasnosci
mozemy przejs¢ do rozwiazania kilku przyktadow.

Przyklad 1. (Twierdzenie Hjelmsleva) Dane sa dwa
odcinki AB i A’B’ jednakowej dlugosci. Punkty C' i C”
lezg odpowiednio na odcinkach AB i A’B’, przy czym
AC = A'C’. Udowodni¢, ze $rodki odcinkéw AA’, BB’
i CC' leza na jednej prostej.

Rozwigzanie. Jesli przesuniemy odcinek A’B’ o pewien
wektor 77 to punkt C’ takze przesunie sic o wektor v.
Ponadto $rodki odcinkéw AA’, BB’ i CC’ przesung si¢
o wektor %7 Zatem operacja przesuwania nie wplywa
na prawdziwosé tezy.

, . g
Przesunimy zatem odcinek A’B’ o wektor B'B (rys. 3).
Obrazem punktu B’ jest, oczywiscie, punkt B, za$ niech
A} i Cf beda obrazami odpowiednio punktéw A’ i C’
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Rys. 3

w tym przesunieciu. Wystarczy udowodnié, ze punkt B
oraz $rodki odcinkéw CCf i AA! sa wspoliniowe.
Jednakze z réwnosci

AB=A'B"'=A'B oraz AC = A'C' = A|C]
i twierdzenia Talesa wynika, ze odcinki AA} i CC] sa
réwnolegle, a wiec ich érodki leza na $rodkowej trojkata
AALB.
Twierdzenie Hjelmsleva mozna réwniez sprawnie udowodnié, powoltujac
si¢ na fakt istnienia symetrii z poslizgiem (czyli zlozenia symetrii
i przesuniecia), ktéra przeksztalca punkty A, B, C odpowiednio na
A’, B, C’. Wystarczy zauwazy¢, ze wspomniane w treéci §rodki bokéw
muszg leze¢ na osi wykorzystanej symetrii.
Nietrudno zauwazy¢, ze opisana metoda mozna
rozwiazaé zadanie ogdlniejsze.

Dane sq dwa odcinki AB i A'B’ (rys. 4). Punkty C i C’
lezq odpowiednio na odcinkach AB i A'B’, przy czym
AC A
BC ~ BC"
Niech K, L, M bedq takimi punktams lezgcymi
odpowiednio na odcinkach AA’, BB' i CC’, ze
AK  BL _CM
AK BL CM
Wykazaé, Ze punkty K, L i M lezq na jednej prostej.

Rys. 4

Przejdzmy teraz do nastepnego przyktadu.



Przyklad 2. (III etap 57 OM) Dany jest szesciokat
wypukly ABCDEF, w ktérym AC = DF, CE =FB
oraz EA = BD. Dowies¢, ze proste laczace srodki
przeciwleglych bokéw tego szesciokata przecinaja sie
w jednym punkcie.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze jesli przesuniemy trojkat
BDF o wektor ¥, to $rodki wszystkich bokéw
sze$ciokata ABC'DEF przesung sie o wektor %7
W takim razie kazda z rozwazanych w tresci zadania
prostych przesunie sie takze o wektor %7, wiec teza
zadania jest niezmiennicza ze wzgledu na te operacje.

Skoro trojkaty ACE i BDF sa przystajace, to maja
jednakowe okregi opisane (rys. 5). Przesunmy wiec tak
tréjkat BDF, aby rozwazane okregi pokryly sie. Niech
O bedzie srodkiem okregu opisanego na tréojkacie ACE,
za$ B’D’'F’ obrazem tréjkata BDF w tym przesunigciu.
Wystarczy udowodnié¢, ze kazda z prostych laczacych
$rodki przeciwleglych bokéw szesciokata AB'CD'EF’
przechodzi przez punkt O.

Rys. 5

Skoro AE = BD = B'D’, to czworokat AB'D'FE jest
trapezem réwnoramiennym o podstawach AB’ i D'E.
Prosta taczaca $rodki bokéw AB’ i D'E jest jego

osig symetrii, a wiec na niej musi leze¢ srodek okregu
opisanego na tym trapezie, czyli punkt O. Analogicznie
dowodzimy, ze punkt O nalezy do dwdoch pozostatych
prostych laczacych érodki przeciwleglych bokow
szeSciokata AB'CD'EF’.

W kolejnym przykladzie przekonamy sie, ze metoda
przesuwania moze by¢ takze skuteczna w zadaniach
o polach.

Przyktad 3. W szesciokacie wypukltym ABCDEF
przeciwlegle boki sa rownolegle. Udowodnié, ze trojkaty
ACE i BDF maja réwne pola.

Rozwigzanie. Wykazemy najpierw, ze przesuwanie
tréjkata BC'D o wektor o réwnolegly do bokow AB
i DFE nie ma wplywu na prawdziwo$¢ tezy (rys. 6
irys. 7). Niech bowiem h bedzie odlegloécia miedzy
prostymi AB i DE, za$ C1 i Fy takimi punktami
odpowiednio na bokach AFE i BD, ze proste CC4,
FFy sa réwnolegle do prostej AB. Wtedy przed
przesunigciem mamy

AACE = %C’Cl -h oraz ABDF = %FFl - h,
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za$ po przesunieciu oba pola wynosza odpowiednio
1 1
5(001 +wv)-h oraz E(FFl +v)-h
albo
L CCy-h+ L h L FFy-h+ L h
= . —v- oraz — . —v - h.
91 2 AR 2

Innymi stowy, podczas opisanej operacji oba pola
zmieniaja sie o jednakowa wielkos¢, a wiec sa rowne
przed przesunieciem wtedy i tylko wtedy, gdy sa rowne
PO przesunieciu.

Rys. 7 B’

Przyjmijmy bez straty dla ogélnosci, ze AB > DE
i przesunmy trojkat BC'D o wektor DFE, otrzymujac
w wyniku tréjkat B'C'E (rys. 8). Wobec obserwacji
poczynionej w pierwszym akapicie wystarczy udowodnié,
ze trojkaty AC'E i B'EF maja réwne pola. Poniewaz
przesuniecie zachowuje réwnoleglo$¢, to mamy

B'C'||BC||EF oraz C'E||DE|AF.
W takim razie

[AC'E] = [FC'E] = [B'EF).

Powyzsze rozumowanie pozostaje, oczywiscie, prawdziwe,
gdy punkty A i B’ pokrywaja sie.

Opisane rozwigzanie mozna dokonczy¢, inaczej
wykonujac jeszcze raz operacje z pierwszego akapitu
rozwiazania, uzyskujac trapez.

Rys. 8
Ostatni nasz przyklad dotyczy sumy dlugodci odcinkdw.

Przyktad 4. (I etap 52 OM) Okrag dzieli kazdy bok
rombu na 3 odcinki. Malujemy otrzymane odcinki
kolejno na czerwono, zielono i biato, zaczynajac od
wierzchotka rombu i poruszajac sie po jego obwodzie
w ustalonym kierunku. Wykazaé, ze suma dlugosci
odcinkow czerwonych jest réwna sumie dlugosci
odcinkéw biatych.



Rozwigzanie. Niech ABCD bedzie danym rombem.
Oznaczmy przez Py, Ps, ..., Pg kolejne punkty przeciecia
danego okregu z bokami rombu. Nalezy wykazaé, ze

AP, +BP3;+CPs+ DP; = BP, + CPy + DPs + APy
albo
AP, +CPs; — BP, — DPs = APs + CP, — BP; — DP;.

Jedli przesuniemy dany okrag o pewien wektor o
réwnolegly do boku AB (rys. 9), to odcinki AP i DP;s
wzrosna o v (albo zmaleja, jesli zwrot byl przeciwny do
zwrotu wektora E), za$ odcinki BP, i C'P5 zmaleja o
v (albo wzrosna, jesli zwrot byl przeciwny do zwrotu
wektora AB). W takim razie przy takiej operacji liczba
AP; + CPs — BP, — DPg nie zmienia sie. Jedli teraz
przesuniemy dany okrag o pewien wektor o prostopadty
do boku AB (rys. 10), to odcinki AP, i BP, wzrosna

o pewna wartos¢, zas odcinki C'Ps i D Ps zmaleja

o pewna warto$é¢ (lub na odwrét w obu przypadkach,
gdy zwrot wektora jest w kierunku AB). Zatem i w tym
przypadku liczba AP, + CPs — BP> — D Py nie zmieni
sie. Skoro dowolny wektor mozna przedstawi¢ w postaci
sumy wektora réwnoleglego do AB i prostopadlego do
AB, to przesuwanie danego okregu nie zmienia wartosci
sumy AP; + CPs — BP, — DPs. To samo dotyczy sumy
APy + CPy — BP; — DP;.

Rys. 10

Przesunmy zatem tak dany okrag, aby jego $rodek
pokryl sie ze srodkiem danego rombu. Wobec
poprzednich rozwazan wystarczy dowiesé¢ tezy w tym
przypadku. To jednak natychmiast wynika z symetrii
problemu.
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Na koniec przedstawiamy kilka zadan, ktére mozna
rozwiazaé¢ opisana metoda.

Zadania

1. (I etap 62 OM) W czworokacie wypuklym ABCD
punkty M i N sa odpowiednio srodkami bokéw AB

i CD, za$ przekatne przecinaja si¢ w punkcie E.
Wykazaé, ze prosta zawierajaca dwusieczna kata BEC
jest prostopadla do prostej M N wtedy i tylko wtedy,
gdy AC = BD.

2. (APZM 2005) Dany jest czworokat ABCD, w ktérym
BC = AD. Na bokach BC' i AD zbudowano na zewnatrz
takie trojkaty BEC i AFD, ze BE = AF oraz CE = DF.
Udowodnié, ze srodki odcinkow AB, EF i C'D leza na
jednej prostej.

3. Na plaszczyznie dane sa kwadraty ABCD oraz
A'B’C'D’, przeciwnie zorientowane o bokach
odpowiednio dtugoéci a i b. Punkty K, L, M, N leza
odpowiednio na odcinkach AA’, BB', CC’', DD’, przy
czym

AK  BL CM DN a

KA LB MC' ND' b
Dowiesé, ze punkty K, L, M i N leza na jednej prostej.
4. Czescia wspolng dwéch jednakowych kwadratéw jest
osmiokat. Boki jednego z kwadratow zostaly narysowane
na czerwono, drugiego za$ na niebiesko. Udowodnié, ze
suma dlugosci czerwonych bokéw osmiokata jest réwna
sumie dlugosci jego niebieskich bokow.

5. Plaszczyzna przecina krawedzie boczne graniastostupa
prostego o podstawie réwnolegloboku, tworzac

w przekroju czworokat wypukty Dy Dy DsDy. Niech d;

(1 € i < 4) bedzie odlegloscia punktu D; od plaszczyzny
ustalonej podstawy graniastostupa. Udowodnié, ze

di +ds =do +dy.

6. (I etap 53 OM) Plaszczyzna przecina krawedzie
boczne graniastostupa prawidlowego sze$ciokatnego,
tworzac w przekroju szesciokat wypukly D1 D5 ... Dg.
Niech d; (1 < i < 6) bedzie odlegloécia punktu D; od
plaszczyzny ustalonej podstawy graniastostupa. Dowiesc,
ze

d?+d% 4 d? = d3 +d2 + di
‘Wskazéwki
1. Przesun punkty B i D o wektor ﬁ
2. Przesun wierzcholki trojkata BC'E o wektor @

3. Przesun wierzcholki kwadratu A’B’C’D’ tak, by
punkt A’ przeszedl na punkt A.

4. Przesun jeden kwadrat tak, aby jego srodek pokryt sie
ze srodkiem drugiego kwadratu.

5. Wykaz, ze czworokat Dy DsD3sDy jest
réwnoleglobokiem i przesun go tak, aby jego srodek
pokryt sie ze $rodkiem podstawy.

6. Udowodnij najpierw, ze dy + ds + ds = do + dq + dg
(wykorzystaj poprzednie zadanie).



