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To twierdzenie (i jego dowdd) to

Twierdzenie 2 z szdstej ksiegi Elementow
Euklidesa.
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Poniewaz zdarzajg si¢ i Czytelnicy Leniwi,
dla nich ten dowéd:

Oznaczmy |AB| = |CD| = a,

|BC| = |DA| =b, |IDE| = |[FG| = p,

|[EF| = |GD| = gq.

Z zalozenia mamy ab = pq, z czego
wynika % = % i to jest pierwsza réwnosé
wypisana obok.
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Z tego wynika tez
druga réwnosé.
No to moze jeszcze pytanie: co zrobid,
gdy odcinek AG pobiegnie ponad J?

a to jest

‘W sprawie aksjomatyki geometrii polecam
zajrzenie do mojego artykutu Prézny trud
w Delcie 1/2015.

Dedukcja lokalna — na przyktadzie
Twierdzenie Talesa dowie$¢ mozna bez trudu.
Mamy wykazaé, ze jesli prosta réwnolegla do jego boku AC przecina

.. [AA] _|CC|
tréjkgt AB ktach A’, C’, t = .
rojkq C w punktac , ¢ O‘A/B| OB

Oto ten dowdd.

[AA’|  JA(AA'CY)]  |AA'CTA)|  JA(A'C'O)|  |ACCTA)| o
|A'B|  |A(A’BC")|  |A(BC'A)|  |A(BC'AN|  |A(C'BAY)|  |C'B|
Pierwsza i piata réwno$é bierze si¢ stad, ze mamy trojkaty o podstawach
na jednej prostej i wspélnym trzecim wierzchotku, druga i czwarta to tylko
permutacja wierzchotkéw w kazdym tréjkacie z osobna. Kluczowa jest rownosé

trzecia: mianownik jest ten sam, a w liczniku mamy tréjkaty o podstawie A’C" —
maja one réwne wysokosci, bo AC' || A’C".

O

7Z tak sformutowanego twierdzenia Talesa wynikaja juz do$¢ mechanicznie
wszystkie jego inne postacie, w tym ta, nazywana w szkole twierdzeniem
odwrotnym.

Fundamentalista zakrzyknie: tu jest wykorzystany wzor na pole tréjkgta — a skqd
go wzigé?

Prosze bardzo, oto dowdd, ze kazdy tréjkat da sie pociaé¢ na kawalki,

z ktérych ulozy sie kwadrat — nietrudno sie zorientowaé, ze jego pole (nawet
fundamentalisci chyba zgodza si¢ co do wartosci pola kwadratu) bedzie takie
samo dla tréjkatow, ktorych tradycyjnie obliczone pola uwazamy za réwne.

Trojkat tniemy na trzy kawatki, ktére przez przemieszczenie daja prostokat. Juz
Starozytni wiedzieli jak, ale dopiero dziewietnastowieczni Farkas Bolyai i Paul
Gerwien nadali swoje imie pocigciu prostokata tak, by uzyskaé¢ dowolny inny
prostokat o tym samym polu — w szczegdlnosci wiec kwadrat.
Aby uzyskaé przedstawione na rysunku przesuniecia tréjkata KCG o wektor
@ na AEH i trojkata FGH o wektor ﬁ na BK A, trzeba wykazaé, ze oba te
wektory sa réwnolegle do AG.
Zalozona réwnosé pol to |AB| - |BC| = |ED| - |DG].
Z niej Czytelnik Niedowierzajacy wyprowadzi bez trudu réwnosé

|AD| |ED| |BJ]|

|DG| — |DC|  |JF|
ktéra na mocy twierdzenia Talesa (wlasnie w tej odwrotnej postaci) daje zadane
rownoleglosci.

To co — mamy bledne kolo? Bynajmniej: twierdzenie Bolyaia—Gerwiena
i twierdzenie Talesa sa rownowazne. .. no wilasnie: na jakim gruncie?

I tu dotykamy rzeczy najbardziej istotnej dla dziatan matematykéw. Faktycznie
nie postuguja sie¢ oni dowodzeniem twierdzen, wychodzac od aksjomatyki, ale od
pewnego, zawsze bogatego zbioru faktow, o ktorych tak oni, jak ich koledzy po
fachu, sa przekonani, ze to juz kto$ kiedys$ udowodnit. Oni dokonuja po prostu
kolejnego kroku na drodze matematycznego poznania, taki krok nazywa sie
dedukcjq lokalng. Takiego sposobu dowodzenia wymaga sie (tu i 6wdzie zapewne)
od uczniéw w szkole i zada od olimpijczykow.

Pelnej dedukcji z aksjomatéw w zadnej sensownej gatezi matematyki nie
wymaga sie od uprawiajacych ja na tej samej zasadzie, jak nie wymaga si¢
od programisty pisania instrukcji dla komputera przez wystukiwanie samych
jedynek i zer.

Przyklad obralem z geometrii dlatego, ze w jej przypadku przekonanie
o istnieniu dajacej sie uzywaé przez ogét aksjomatyki jest dos¢ powszechne, a na
dodatek utwierdzane przez czczone przez uczonych (nie tylko matematykéw)
Elementy Euklidesa — genialne w swoich rozumowaniach, ale niespelniajace
naszych dzisiejszych wyobrazen o formalnych dowodach.
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