Przyjmuje si¢ szereg zalozen
gwarantujacych ,,przyzwoito$¢” mapy,
m.in. ze kazde panstwo jest w jednym
kawaltku.

Kraje uwazamy za sgsiednie, gdy ich
granica zawiera tuk jakiej$ krzywej.
Punkty granic, w ktérych schodza si¢
wiecej niz dwa kraje, nazywamy
wierzchotkami mapy, a liczbe odcinkéw
granic w takim punkcie — stopniem
wierzchotka.

Rys. 4. Przeksztalcona mapa z rysunku 1.
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Czarno-biale mapy Joanna JASZUNSKA

Stynne twierdzenie orzeka, ze kazda mape da sie pomalowaé najwyzej czterema
barwami. Oczywiscie, zawsze nalezy malowac tak, by sasiadujace ze soba paristwa
mialy rézne kolory. Sa jednak mapy, dla ktorych wystarczy mniej barw.

1. Na kartce narysowano pewna liczbe okregéw. Udowodnij, ze uzyskana w ten
sposob mape mozna pomalowaé¢ dwoma kolorami (rys. 1).

2. W pewnym wierzchotku mapy spotykaja sie dokladnie trzy panstwa. Czy
oznacza to, ze mapy tej nie da sie pomalowaé¢ dwoma kolorami?

Zauwazmy, ze jesli mapa ma wierzchotek nieparzystego stopnia, to
do pomalowania schodzacych sie w nim krajow nie wystarcza dwa kolory (rys. 2).

Twierdzenie. Mape mozna pomalowaé dwoma kolorami wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy jej wierzchotek jest stopnia parzystego.

Dowdéd w jedna strone wynika z powyzszej obserwacji.

Dla dowodu drugiej implikacji rozwazmy mape, ktorej kazdy wierzchotek ma
stopien parzysty. Pomalujmy dowolnie wybrany kraj P na czarno. Nastepnie
kazdy inny kraj @) potaczmy z P dowolna droga nieprzechodzaca przez wierzchotki
mapy i pomalujmy tez na czarno, jesli droga ta przekracza parzysta liczbe granic,
lub na biato, jesli nieparzysta. Aby zakonczy¢ dowod, nalezy wykazaé, ze kolor
panstwa () nie zalezy od wyboru drogi.

Rozwazmy dwie rézne drogi d i d’ i deformujmy d do d’, ,mijajac” kolejne
wierzchotki jak na rysunku 3. Dla wierzchotka stopnia 2n droga, zamiast pewnych
k krawedzi z niego wychodzacych, przecina po deformacji pozostatych 2n — k
jego krawedzi. Liczby te sa tej samej parzystosci, zatem taka zmiana nie wplywa
na kolor panstwa Q. Stad faktycznie kolor ten nie zalezy od wyboru drogi. O

3. Bazgrol to narysowana oltéwkiem na kartce ciaglta krzywa zamknicta, przy czym
nie wolno rysowaé¢ drugi razy wzdluz narysowanej juz linii (rowniez w przypadku
wiecej niz jednego bazgrola na kartce). Jesli dwa bazgroly maja wspélny punkt, to
sie w nim przecinaja. Wykaz, ze:

(a) mape wyznaczong bazgrolem mozna pomalowa¢ dwoma kolorami.
(b) liczba skrzyzowan pomiedzy dwoma bazgrotami zawsze jest parzysta.

4. W kazdym wierzchotku danego wieloscianu wypuklego schodzi si¢ parzysta
liczba krawedzi. Wykaz, ze dowolny przekréj tego wieloscianu plaszczyzna
nieprzechodzacg przez zaden wierzchotek jest wielokatem o parzystej liczbie
bokow.

Rozwazmy dowolna sp6jna mape (tzn. w jednym kawalku), ktorej kazdy
wierzcholek ma stopieri parzysty i pomalujmy ja dwiema barwami. Nastepnie
przeksztalémy te mape w jeden duzy jednobarwny region w sposéb przedstawiony
na rysunku 4 (warto zastanowic sie, dlaczego zawsze jest to mozliwe!). Wowczas
obwdd tego regionu wyznacza sposo6b narysowania calej pierwotnej mapy bez
odrywania otéwka od kartki i z powrdceniem do punktu wyjscia.

Rozwigzania niektérych zadan

R1. Kazdy punkt mapy pomalujmy na czarno, jesli lezy on wewnatrz nieparzystej
liczby sposrod danych okregow, a na biato w przeciwnym przypadku. O
Mozna tez kolorowa¢ mape w miare jej powstawania. Wnetrze pierwszego okregu pomalujmy
na czarno. Nastepnie po dorysowaniu kazdego kolejnego okregu, zamiennmy barwy

wszystkich obszarow w jego wnetrzu. Nietrudno sprawdzi¢, ze uzyskamy w ten sposéb dobre
pokolorowanie.

R2. Nie, np. mape z rysunku 5 da sie pomalowaé¢ dwiema barwami. [J

R3. (b) Pokolorujmy mape wyznaczona przez pierwszy bazgrol dwiema barwami
(da sie to zrobi¢ na mocy czesci (a)). Malujmy teraz drugi bazgrol zgodnie

z kolorami panstw, przez ktore wedruje. W kazdym punkcie przeciecia pierwszego
bazgrota zmienia sie kolor (i tylko w tych punktach). Poniewaz drugi bazgrot jest
krzywa zamknieta, zmienia on kolor parzysta liczbe razy, co konczy dowod. [
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