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Wiecej o jednokladnosciach w deltoidach
1-3/2010, w tym m.in. nieco inne
rozwiazanie zadania 4.

Tw. Pascala opisano doktadniej

w deltoidzie 9/2014.

Dwa trojkaty Joanna JASZUNSKA

Twierdzenie (x). Dane sq tréjkgty ABC i« DEF, przy czym AB || DE, BC' || EF,
CA || FD. Wowczas istnieje jednokladnosé lub przesuniecie przeprowadzajgee A na D,
B na E i C na F (rys. 1). Innymi stowy, proste AD, BE, C'F przecinaja sie w jednym
punkcie ($rodku jednoktadnosci) lub sa réwnolegte.

Dwa trojkaty spelniajace zalozenia twierdzenia (x) nazwiemy zgodnie utozonyms, jesli
rownoleglte wektory AB i DF maja ten sam zwrot (rys. 1 (b) i (¢)) oraz niezgodnie
utozonymi w przeciwnym przypadku (rys. 1 (a)). Dla trojkatow niezgodnie utozonych
przeksztatcenie opisane w twierdzeniu jest jednokladnoscia o skali ujemnej, czyli
odcinki AD, BE,CF przecinaja si¢ w jednym punkcie.

1. Punkty A, C’, B, D’ polozone sa na jednej prostej w tej wlagnie kolejnosci. Kwadraty
ABCD i A’B'C'D’ leza po tej samej stronie tej prostej (rys. 2). Wykaz, ze odcinki
AA', BB',CC', DD’ przecinaja si¢ w jednym punkcie.

2. Dany jest szesciokat wypukly ABCDEF. Kazda z przekatnych AD, BE, C'F' dzieli
ten sze$ciokat na dwa czworokaty o rownych polach. Udowodnij, ze przekatne te
przecinaja sie w jednym punkcie.

3. Twierdzenie Pascala. Punkty A, B,C, D, E, I leza na jednym okregu. Proste AB
i DE przecinaja sie w punkcie X, proste BC' i EF w punkcie Y, proste CD i F'A
w punkcie Z. Wykaz, ze wowczas punkty X, Y, Z leza na jednej prostej.

4. Okregi O1, 02, O3 sa styczne odpowiednio do par bokow AB i AC, AB i BC oraz
AC' i BC tréojkata ABC. Okrag O jest styczny zewnetrznie do okregow O1, Oz, Os
odpowiednio w punktach D, E, F'. Wykaz, ze proste AD, BE,C'F przecinaja sie

w jednym punkcie.

5. Udowodnij twierdzenie (x).

Rozwigzania niektorych zadan

R1. Trojkaty ABC i A’B’C’ sa podobne (jako potéwki kwadratow) oraz sa polozone
w sposob opisany w twierdzeniu (*). Ponadto sa one niezgodnie utozone, istnieje wiec
jednokladnoéé o skali ujemnej przeprowadzajaca A na A’, B na B’ oraz C na C’.
Odcinki AA’, BB',CC’ przecinaja si¢ wiec w jej srodku. Analogicznie odcinek DD’
przechodzi przez punkt przeciecia odcinkow AA’ i BB'. O

R2. Niech [F] oznacza pole figury F. Skoro [ABCF] = :[ABCDEF] = [ABEF], to
[FBC] = [FBE] (rys. 3). Trojkaty te maja wspolna podstawe F B, zatem maja tez
rowne wysokosci na nia. Poniewaz punkty C' i F leza po tej samej stronie prostej F'B,
wynika stad, ze CE || FB. Analogicznie AE || DB oraz AC' || DF.

Wobec tego niezgodnie ulozone trojkaty ACE i DF B spelniaja zalozenia
twierdzenia (*). Jeden z nich jest wiec obrazem drugiego w pewnej jednoktadnosci
o ujemnej skali, ktorej srodek lezy na kazdym z odcinkow AD, BE,CF. O

R3. Niech okrag opisany na trojkacie BEY przecina proste AB, DE w drugich
punktach odpowiednio K i L. Dowo6d przeprowadzimy w przypadku przedstawionym
na rysunku 4, pozostale mozna uzasadni¢ podobnie.

Rozwazmy trojkaty ADZ i KLY . Z réwnosci katéow wpisanych opartych na jednym
tuku mamy ¥ BAF = XBEF = ¥xBEY = ¥xBKY, wiec AZ || KY, poniewaz

punkty Z i Y leza po przeciwnych stronach prostej AK. Podobnie DZ || LY. Ponadto
czworokat BK LE jest wpisany w okrag, zatem <xDAB = xDEB = ¥xBKL, a stad
AD || KL.

Wobec tego trojkaty ADZ i KLY spelniaja zalozenia twierdzenia (x). Stad punkt X
przeciecia prostych AB i DFE nalezy tez do prostej YZ. [

Wskazéwka 4. Warto opisaé¢ na okregu O trojkat A’B’C’ o bokach odpowiednio
rownoleglych do bokow tréjkata ABC, ale niezgodnie ulozony, a nastepnie dowiesé,
ze pewna jednokladnosé o rodku D przeprowadza punkt A na A'.
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