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Problem, ktory opisze, zostal zaproponowany przez Amerykanow
na LV Miedzynarodows Olimpiade Matematyczna, a jego tresé¢ brzmi
nastepujaco:

Zadanie 1. Dany jest trojkgt ABC. Niech Q) bedzie okregiem man opisanym,
a I srodkiem okregu wpisanego w ten trojkqt. Prosta, przechodzgca przez I,
prostopadta do CI, przecina odcinek BC i tuk BC' (niezawierajgcy punktu A)
okregu Q0 w punktach U oraz V. Niech prosta réwnolegta do Al, poprowadzona
przez U, przecina odcinek AV w punkcie X, a prosta réwnolegta do Al,
poprowadzona przez V', tnie odcinek AB w'Y . Oznaczmy kolejno przez W, Z
Srodki odcinkow AX, BC. Udowodnié, zZe jezeli punkty I, X,Y sq wspdtliniowe,
to rowniez punkty W, 1,7 sq wspdtliniowe.

Tres¢ tego zadania wyglada bardzo skomplikowanie. Poczyniono wiele zatozen,
ktore na pierwszy rzut oka trudno ze soba polaczyé. Pokaze jednak, ze

to zadanie mozna rozwiaza¢ w bardzo elegancki sposob, uzywajac kilku
lematéw zwiazanych z tzw. mixtilinear incircle. Jest to okrag, ktory nie ma
fachowej nazwy po polsku, dlatego pozwole sobie zaproponowaé¢ dos$é luzne
tlumaczenie tego terminu na okrqg dowpisany. Jego definicja jest nastepujaca:
okrag dowpisany do trojkata ABC dla wierzchotka A jest to okrag styczny
wewnetrznie do okregu opisanego na ABC oraz styczny do prostych AB i AC.
Zaprezentuje 3 lematy, ktore przybliza nam jego wltasnosci.

Lemat 1. Dany jest trajkat ABC, okrgg nan opisany Q oraz doni dowpisany dla
wierzchotka A. Przez I oznaczmy $rodek okregu wpisanego w ABC' i niech D, E
bedq punktami stycznosci okregu dowpisanego z bokami AB, AC. Wéowczas I jest
srodkiem odcinka DE.

Dowod. Wykaze, ze punkty D, I, E sa wspolliniowe. Wtedy to, ze I jest
srodkiem odcinka DF, bedzie wynikato z tego, ze AE = AD. Niech P bedzie
punktem stycznosci okregu dowpisanego z 2. Korzystajac z tezy zadania M1468
z Delty 9/15, otrzymujemy, ze PD i PE polowia tuki AB, AC, niezawierajace
kolejno C, B. Oznaczmy wiec §rodki tych tukéw przez My, Ms. Widzimy teraz,
ze C'Mj jest dwusieczna <X ACB, a BMs jest dwusieczna < ABC'. To implikuje
wspotliniowosé punktow My, I, C oraz Mo, I, B. Wspolliniowosé D, I, E

jest teraz konsekwencja twierdzenia Pascala zastosowanego do sze$ciokata
ABMsPM,C. O

Lemat 2. Przyjmijmy oznaczenia z poprzedniego lematu. Przez M
oznaczmy drugi punkt przeciecia PI z Q). Wtedy M jest srodkiem tuku BC
zawierajgcego A.

Dowdd. Bez straty ogolnosci zatozmy, ze AB < AC (gdy AB = AC, teza lematu
jest trywialna, bo A = M). Musimy wykazaé, ze x BPM = xCPM. Zauwazmy,
ze

XBPM = xBPM; + xM;PA+ xAPM,

xCPM = xCPMs + xMyPM.
7Z racji tego, ze AP jest zawarty w symedianie DPFE, a z poprzedniego lematu
wiemy, ze I jest srodkiem odcinka DFE, mamy réwnosé¢ xM; PA = XM;PM
(o symedianach mozna przeczytaé¢ wiecej w Delcie 2/2015 1 5/2015). Ponadto

¥BPM; + xAPM = xMPA+ xAPM = xMyPM + XxAPM =
= xXM>PA = xCPMs,,

co w polaczeniu z poprzednia rownoscia daje tezg. O
Lemat 3. Ponownie przyjmijmy oznaczenia jak w poprzednich lematach.

Niech F bedzie punktem stycznosci okregu dopisanego do ABC naprzeciw
wierzchotka A. Wynika sted, Ze xCAF = XBAP.
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Dowdd. Rozwazmy inwersje o srodku w punkcie A i promieniu v AB - AC
zlozona z symetria wzgledem dwusiecznej x BAC. Obrazem B w tym
przeksztatceniu jest C, czyli obraz C' to B. Zatem (2 przechodzi na prosta

BC, a BC na ). Widzimy wiec, ze okrag dowpisany przejdzie na wspomniany
okrag dopisany, skad wynika, ze obrazem P w tym przeksztalceniu jest F', co
implikuje, ze AP i AF sa symetryczne wzgledem dwusiecznej ¥ BAC'. To juz jest
rownowazne z tezg lematu. O

Do rozwiazania zadania przyda si¢ nam jeszcze pewien olimpijski fakt,
ktorego znajomosé moze okazaé si¢ bardzo uzyteczna na réznych konkursach
matematycznych.

Lemat 4. Niech I bedzie Srodkiem okregu wpisanego w trdjkqt ABC,
a Z Srodkiem boku BC. Punkt F jest punktem stycznosci okregu dopisanego
do ABC do boku BC. Wowczas odcinki AF oraz IZ sq réwnolegle.

Dowdd. Niech G bedzie punktem stycznosci okregu wpisanego do boku BC',

a H punktem przeciecia prostej AF z okregiem wpisanym (tym, ktory jest
blizej A). Rozwazmy jednokladnosé o srodku w A, ktora przeksztalca okrag
dopisany do boku BC' trojkata ABC na okrag wpisany w ten trojkat. Prosta
BC, styczna w punkcie F' do okregu dopisanego, przechodzi pod dziataniem tej
jednoktadnosci na prosta styczna do okregu wpisanego w punkcie H, rownolegta
do BC. W tej sytuacji HG jest srednica okregu wpisanego. Pozostaje zauwazy¢,
ze CF = BG (Czytelnikom, ktorzy nie spotkali sie z ta rownoscia, pozostawiamy
ja jako sympatyczne zadanie), w zwiazku z czym Z jest srodkiem F'G i dlatego
z twierdzenia Talesa wynika AF || IZ. O

Przystapmy teraz z powyzszym arsenatem do rozwiazania naszego gléwnego
problemu. Przez <X A, xB, xC bede oznaczal kolejno katy przy wierzchotkach
A, B, C. Niech prosta VI przecina Q w M (réznym od V). Zauwazmy, ze
XAIC = 180° — 3(xA + xC) = 90° + 3%B. Z kolei xMIC = 90° pociaga
za soba ¥xMIA = %%:B, a poniewaz VY || AI, wiec %{B =xYVI=<xYBI,
co oznacza, ze czworokat Y BV I mozemy wpisa¢ w okrag. Niech P = XU N AB.
W podobny sposoéb pokazujemy, ze czworokat BUIP mozna wpisa¢ w okrag.
t.aczac te spostrzezenia, otrzymujemy nastepujace zaleznosci:
XIUP = <xIBP = xIBU = xIPU, zatem PI = UI. Stosujac teraz twierdzenie
Talesa do katow <IY A i <Y1V, dostajemy:

XpP Xy UV UX

TA T IY IV TAY
skad wynika, ze XP = UX, czyli X jest srodkiem PU. Mamy wiec
IX 1 PU || AI. Wynika stad, ze

1
90° — S ¥A = xAYI = 5BV,

skad otrzymujemy, ze M jest srodkiem luku BAC. Na mocy lematu 2.
wiemy wiec, ze V' jest punktem stycznosci okregu dowpisanego do ABC

dla wierzchotka A. Jezeli teraz przez I oznaczymy punkt stycznosci okregu
dopisanego do ABC naprzeciw A z BC, to z lematu 3. dostaniemy, ze
XBAV = xCAF. Wynika stad, ze Al zawiera sie w dwusiecznej kata FAV,
co w polaczeniu z tym, ze trojkat AIX jest prostokatny, pozwala prosto
wywnioskowaé, ze WI || AF. Z drugiej strony, na mocy lematu 4. dostajemy
17 || AF, tak wiec WI || IZ, co oczywiscie pociaga za soba teze zadania.

Czytelnikow zatrwozonych stopniem skomplikowania powyzszego rozumowania
pociesze tym, ze problem zostal uznany przez jury za najtrudniejszy

z geometrycznych. Widaé, ze znajomosé faktéow dotyczacych okregu dowpisanego
byta kluczowym elementem naszego rozwiazania. Czytelnik Uwazny moze

sie zastanawiaé, czy wspotliniowosé punktow X, I,Y daje jakie§ konkretne
zaleznosci, ktére musi spetnia¢ ABC. Okazuje sie, ze istotnie jego boki spelniaja
zaleznos¢ 3AB = BC + AC. Wykazanie tego faktu pozostawiam Czytelnikom
Ambitnym jako olimpijskie ¢wiczenie.
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