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Rys. 1. Okrag w metryce miejskiej

Jesli mamy prostokat o bokach
rownoleglych do osi uktadu
wspo6lrzednych, a punkty A i B beda
przeciwleglymi wierzchotkami tego
prostokata, to odlegtos¢ w metryce
maksimum miedzy punktami A i B to nic
innego jak dluzszy bok tego prostokata.
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Rys. 2. Okrag w metryce maximum

Inwersja w r6znych metrykach
Jan EESKI* Jakub SIERON**

Wiele przedmiotéw zawdziecza swe istnienie kompozycji dwoch pozornie
niewspolistniejacych ze soba idei. Louis Braille potaczyt koncepcje zapisu
graficznego, czyli odczytywanego za pomoca wzroku, ze sposobem zapisywania
wiadomosci zaprojektowanym dla ludzi niewidomych, ktorzy korzystaja ze zmystu
dotyku. W rezultacie powstal alfabet dla niewidomych, ktory mozna odczytaé
takze za pomoca wzroku. Podobnie narodzit si¢ pomyst na zbadanie obrazow
inwersyjnych w réznych metrykach. To rowniez byto zespolenie dwoch odlegltych
od siebie tematow. Dzieki polaczeniu inwersji i metryki uzyskaliémy nowe ciekawe
obiekty matematyczne. Zapraszamy na krotka podroz w kwadratowych okularach
do $wiata inwers;ji.

Zacznijmy od poczatku: inwersja to przeksztalcenie geometryczne, ,wywiniecie”
wnetrza kola na zewnatrz i ,zawiniecie” zewnetrza tego kola do srodka. Oczywiscie
nie chodzi tu o wywiniecie byle jakie, punkt X oraz jego obraz inwersyjny X' zawsze
znajduja sie na tej samej polprostej o poczatku w srodku okregu inwersyjnego (O)
oraz zachodzi nastepujaca réownosé |OX| - |OX'| = 12, gdzie r oznacza promiefi
okregu. Tym sposobem kazdy punkt z zewnatrz okregu znajduje swoj inwersyjny
odpowiednik w jego wnetrzu i prawie odwrotnie. Prawie — poniewaz istnieje
jeszcze niezreczny Srodek okregu. Umoéwmy sig, ze go wywijamy do jednego punktu
w nieskonczonosci. Wedtug powyzszych zasad mozna tworzy¢ obrazy inwersyjne
nie tylko punktow, ale prostych i wszelkich innych figur geometrycznych.

Tak sie sktada, ze obrazem inwersyjnym okregu i prostej (niezaleznie od ich
potozenia wzgledem okregu inwersyjnego) zawsze jest okrag lub prosta

(w niektorych konfiguracjach obrazem okregu jest prosta i odwrotnie). Dowdd tego
faktu jest dos¢ prosty, mozna go znalez¢ m.in. w ksiazce Co to jest matematyka?
R. Couranta i H. Robbinsa. Stwierdzenie ,zawsze jest okrag lub prosta” padto
troche na wyrost, mimo wskazania miejsca, gdzie mozna znalezé tego dowod. Otoz
owo stwierdzenie jest prawdziwe wtedy, gdy przez odlegto$é miedzy dwoma
punktami rozumiemy miare ,zwyklego” taczacego je odcinka (czyli tak, jak nam
przykazano w szkole, co nazywamy metrykq euklidesowq). Odlegtosé, czyli
najkrotsza droga, wcale nie musi mieé¢ zwiazku z tym prostym odcinkiem. Jak

w takich nieszkolnych odlegto$ciach wyglada wywijanie obrazéw? Sprawdzmy.

Niech pierwszym nieszkolnym sposobem mierzenia odlegtosci bedzie metryka
miejska. Odleglosé miedzy punktami A i B o wspolrzednych odpowiednio (x4, yq)
i (zp,yp) opisuje wzor: d(A, B) = |zp — 4| + |Yb — Ya|. Odpowiada to ponickad
sposobowi mierzenia odlegtosci w wielkim miescie, gdzie dwie ulice sa albo
prostopadte, albo rownolegte, a odleglto$é miedzy dwoma punktami, czyli
najkrotsza droga miedzy nimi to suma dlugosci tras w obu kierunkach. Okrag
niezmiennie jest zbiorem punktéw réowno odlegtych od pewnego ustalonego punktu
plaszczyzny (srodka). Przy tak zadanej odleglosci wyglada on tak jak na
rysunku 1. Przyjmujemy tu dla wygody, ze §rodek znajduje sie¢ w punkcie (0,0).

Druga metryka, w jakiej bedziemy poddawaé obiekty inwersji, jest metryka

maksimum. Odlegtos¢ dana jest wzorem: d(A, B) = max{|xy, — x|, |yp — Yal}-
Okrag o §rodku (0,0) w metryce maksimum przedstawiony jest na rysunku 2.

Przejdzmy teraz do meritum naszych rozwazan. Jak beda wygladaty obrazy
prostych i okregéw poddane inwersji w metrykach miejskiej i maksimum? Czas na
przystanek nad wzorami. Zalézmy dla uproszczenia, ze srodek okregu inwersyjnego
znajduje sie w punkcie (0,0). Inwersji poddajemy punkt o wspotrzednych (zg,yo).
Chcemy znalez¢ opis wspolrzednych obrazu inwersyjnego tego punktu (2/,y').
Rownanie prostej przechodzacej przez $rodek okregu inwersyjnego to
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Roéwnanie okregu w metryce miejskiej jest nastepujace.

|z + [yl = 7.
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Warunek inwersji daje

Zo
(2ol + lyol) - (12'] + 1¢']) = 2 = (lwol + |yo) - (lx’l iy w’l> =r=

%0
= (|zol + [yol) - 2] - [zol + lyol _ N
|Io|
= |£L’l| T2 |iL’ |
- . ol-
(|zo| + [yol)?

Analogicznie do powyzszego rozumowania otrzymujemy wspotrzedng v’

Zatem ostatecznie punkt bedacy obrazem inwersyjnym punktu to
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o Teraz metoda dzialania jest prosta: program komputerowy generuje 100 punktow
nalezacych do ksztaltu, ktory chcemy wywina¢ (okregéw i prostych), a nastepnie
95 korzystajac ze wzoréw, oblicza obrazy tych punktéw. Te dane wprowadzamy do
arkusza kalkulacyjnego, tworzacego wykresy krzywych, ktore dobrze przybliza
20 szukane obrazy. Ponizej mozemy zobaczy¢ najciekawsze z uzyskanych ksztaltow.
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Na powyzszych rysunkach przedstawione sg inwersje w metryce miejskiej (kolor
szary — okrag inwersyjny; czarny — ksztalt poddawany inwersji; kolor — obraz
inwersyjny).
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Czyz podobienstwo migdzy rysunkami 4

i 8 nie jest zastanawiajace? Podobnie
obrazy na rysunkach 3, 6 i 7. A przeciez to
inne metryki. Moze dlatego matematycy
zajmujacy sie¢ analiza funkcjonalng
uwazaja, ze te metryki sa tym samym.

O obrazach inwersyjnych pisaliSmy m.in.
w Delcie 5/2013, deltoid 53.

Na powyzszych rysunkach przedstawione sa inwersje w metryce maksimum. Do
utworzenia obrazéw w tej metryce nie podaliSmy stosownych wzordéw, ale
poradzisz sobie z nimi, drogi Czytelniku, przy niewielkim naktadzie checi i czasu.

Po obejrzeniu rysunkéow od razu nasuwa si¢ wniosek, ze obrazem okregu lub
prostej nie musi by¢ (w odroznieniu od metryki euklidesowej) okrag lub prosta.
Czy tak, czy wida¢? Drogi Czytelniku, jezeli beztrosko uwierzytes w to
stwierdzenie, odpowiedz na pytanie (wcale niebanalne), jak wygladaja proste
w powyzszych metrykach?

Temat nie zostal wyczerpany, a jedynie nakreslony. Liczba kombinacji, w jakich
mozemy ,skrzyzowac” rozne ksztalty poddane inwersji oraz metryki, jest
nieprzebrana, przedstawione proby pokazuja jedynie kierunki mozliwych
poszukiwan, do ktorych serdecznie zachecamy.

17



