Jedyne dane powiazane z uzytkownikiem
Bitcoina to jego identyfikator — losowo
wygladajacy ciag 34 liter i cyfr. Dlatego
czesto mowi sie o anonimowosci Bitcoina,
cho¢ lepszym okreéleniem bytaby
pseudonimowosé — uzytkownicy
wystepuja pod pseudonimami, nikt

nie zna ich prawdziwych danych
osobowych, jednak ich zachowanie jest

w pelni jawne.
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publiczny, ktory jednoczesnie petni role identyfikatora uzytkownika. Sa to klucze
systemu cyfrowego podpisu ECDSA| ktéry jest wykorzystywany do podpisywania
i weryfikowania transakcji. I tak oto w miejsce odbiorcy mamy klucz publiczny
odbiorcy pkB, a zamiast nadawcy mamy Zrédio wskazujace na inna transakcje,

z ktérej pochodzg $rodki nadawcy. Dodatkowo kazda transakcja jest podpisana
przez nadawce (podpisA) przy uzyciu jego klucza prywatnego.

Aby to sobie zobrazowaé, o Bitcoinie nalezy mysle¢ jak o sieci, w ktérej
transakcje stanowia wezly, a uzytkownicy to potaczenia pomiedzy nimi,

nie na odwrét. Aby uzytkownik B moégt zaplacié¢ uzytkownikowi C' kwote v,

w sieci musi istnie¢ (niewydana) transakcja 77 o kwocie v zaadresowana do B.
Jedli tylko taka transakcja istnieje, B moze ja wydad, tworzac transakcje To,
wpisujac pkC (klucz publiczny uzytkownika C') w pole odbiorcy i podpisujac ja
swoim podpisem. Taka transakcja jest nastepnie wysytana do goérnikéw, ktorzy
ja weryfikuja, sprawdzajac, czy podpisB na transakcji T» odpowiada kluczowi
publicznemu pkB na transakcji T;. Bezpieczenstwo algorytmu ECDSA
gwarantuje nam, ze transakcja zaadresowana do B nie zostanie wydana przez
nikogo innego niz on sam.

Oczywiscie, gdyby przedstawiony przeze mnie powyzej uproszczony opis byt

w pelni zgodny z rzeczywistoscia, Bitcoin bytby niestychanie niepraktyczny —
wszystkie transakcje musialyby mieé te sama warto$é (jaka?). W rzeczywistosci
bitcoiny mozna w prosty sposéb rozmienia¢ — kazda transakcja moze mieé¢ kilku
odbiorcéow i dzieli¢ swoja wartosé w dowolny sposéb pomiedzy nich. Zatem chcac
wysltaé uzytkownikowi C' tylko czesé kwoty v, uzytkownik B moze podaé
samego siebie jako drugiego odbiorce transakcji 75 i w ten sposéb wziaé sobie
reszte. Kwoty z mniejszych transakcji mozna tez taczyé w wieksze, uzywajac
transakcji z kilkoma zrédtami i w ten sposéb wydaé naraz kilka spoéréd swoich
transakcji. Uzytkownicy moga wiec tworzy¢ transakcje o dowolnej wartosci,

a majetnoéé¢ uzytkownika okreslona jest przez sume niewydanych

i zaadresowanych do niego transakcji w sieci.

7 powyzszego opisu mozna by wywnioskowaé, ze Bitcoin stuzy jedynie do
przelewania pieniedzy z jednego konta na drugie. Tymczasem jego mozliwosci sa
o wiele wieksze! Zamiast odbiorcy kazda transakcja moze mieé¢ w sobie warunek
(napisany w specjalnym jezyku programowania), ktéry musi by¢ spelniony, aby
transakcja byla poprawna. Mozna np. opublikowaé transakcje, ktéra moze wydaé
pierwszy uzytkownik, ktéry poda rozklad na czynniki pierwsze jakiejs duzej
liczby i w ten sposéb stworzy¢ konkurs, ktéry sam sie rozstrzyga i sam wrecza
nagrody. Mozna tez o wiele wiecej, ale to juz temat na osobny artykut.

Kwadraty Jarostaw GORNICKI*

Euklides w FElementach pisal: ... kwadrat jest tym, co réwnoboczne
i prostokatne...”. Oto kilka niebanalnych obserwacji, w ktérych kwadrat jest
jednym z bohaterow.

b (1) Badanie zwigzkéw miarowych w kwadracie

b—a a doprowadzito Pitagorejczykéw (miedzy innymi
Hippasusa z Metapontu, V w. p.n.e.) do odkrycia, ze
V2, czyli dlugoéé przekatnej kwadratu jednostkowego
b nie jest utamkiem zwyklym, a w konsekwencji

do wyrdznienia liczb niewymiernych.
(2) Indyjski matematyk Bhaskara IT (XII w.) w traktacie
Siddhanta Shiromani (Korona nauki) podal dowéd

Rys. 1

twierdzenia Pitagorasa w postaci rysunku 1
z napisem: Patrz!

*Katedra Matematyki, Politechnika Rzeszowska

(3) Kwadrat jest ciaglym obrazem odcinka (G. Peano,
1890).
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(4) Woké? kazdej figury (niekoniecznie wypuklej) mozna
opisa¢ kwadrat (rys. 2).

(5) Na kazdej plaskiej krzywej zamknietej istnieja cztery
punkty, ktére sa wierzchotkami kwadratu
(L. Sznirelman, 1929, rys. 2).

(6) Rysunek 3 przedstawia jedyny podzial kwadratu na
najmniejsza mozliwa (21) liczbe réznych kwadratéw

(A.J.W. Duijvestijn, 1978).

Z kwadratem zwiazanych jest wiele pytan, na ktore
nie znamy odpowiedzi. Prezentacje kilku z nich
poprzedzimy wykazaniem nastepujacej obserwacji.

(7) Jezeli kwadraty o rozlgcznych wnetrzach oraz bokach
dtugosci a1, as zawarte s¢ w kwadracie jednostkowym,
toa; +ag < 1.

Dowad. Przy oznaczeniach z rysunku 4 pokazemy, ze
|AE| > a1 V2. Z twierdzenia sinuséw zastosowanego
do tréjkata AEH,
|AE|  |AH]|
112 sin(5 —a)  sin(f +a)
gdzie

Rys. 2

|AG| = a1 sina  (z & AGJ),

27
U (2 AKGH),

3 |GH| =

50 c
1
8 AH|:|AG+|GH:a1<sina+ >

19 COS &
15 17 1 Zatem
2 6 (sina—l— L )sin(ﬂ—a)
9 7 o 112 |AE| = a4 Sirclo(S;Jr o) 2 =
25 18 ‘ 4
16 _ 2s11.1acosa+1 >a1\@,

Sin «v + cos «v

29

gdyz dla a € [O, g),
42 sinawcosa+ 1 —sina — cosa =
= (1l —cosa)(l —sina) > 0.

33 37

Oznacza to, ze

|AE| |BF| 1
PR P8 4B+ |BF) <
V2 V2 2(| [ +IBFD

1 B 1
—V2=1.
V2

Ponadto istnieje wiele realizacji rownosci a1 + as = 1.

Rys. 3 a; +as <

N

Rozwazmy kwadrat jednostkowy, a w nim n > 2 kwadratow
o roztacznych wnetrzach i bokach dtugosci a1, as, ..., ay.

Problem. Jaka jest warto$¢ funkcji f(n) = maxy ;. , a;
% a2 dla poszczegdlnych wartosci n =2,3,... ¢

Poza wybranymi przypadkami odpowiedzi na to pytanie
%+ o nie znamy! Z przeprowadzonego rozumowania wiemy juz,
ze f(2) = 1.

Obliczmy warto$é f(3). Niech a1, as, a3 beda dtugosciami
\K bokdéw trzech kwadratow o roztacznych wnetrzach
zawartymi w kwadracie jednostkowym. Skoro

—« CL1+CL2<1 i a1—|—a3<1 i a2+a3<1,

ai

N
Q
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Rys. 4 a1 +az +az <



Rys. 5

Rys. 6

Rys. 7

Rys. 8

Rys. 9
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Poniewaz kwadraty z rysunku 5 realizujg réwnosé a; + as + ag = %,
wiec f(3) = 3.

Obliczajac wartosé f(22), pokazemy rozumowanie oglniejsze.
Z nieréwnosci Cauchy’ego:

(San) < (2) (1),

przy by = by = ... = b, = 1 mamy oszacowanie y . ; a; < y/n, czyli
(%) f(n) < vn.

Wynik ten w potaczeniu z podzialem kwadratu jednostkowego
na n = k? przystajacych kwadratéw zapewnia, ze f(k?) = k. Zatem,

f2%) =2, f(8)=3, [(4) =4, itd
Pokazemy teraz oszacowanie funkcji f(n) od dotu,

() lVn] < f(n),

gdzie symbol |z oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wigksza
niz x.

Dowdd. Zauwazmy, ze funkcja f(n) jest niemalejaca. Oznacza to, ze
nieréwnosé n > [/n)? implikuje nieréwnosé

fn) = f(lvn)?).

Gdy podzielimy kwadrat jednostkowy na |/n]? przystajacych
kwadratow, kazdy o boku dhugosci ﬁ i obliczymy sume dlugosci
ich bokéw — - |/n]? = [v/n], to otrzymamy nieréwnosé

Wl
F(Lvnl?) = [Vnl,

ktéra w potaczeniu z poprzednia nieréwnoscia daje oczekiwane
oszacowanie.

W 1932 roku P4l Erdés (jako 19-letni student matematyki
na Uniwersytecie w Budapeszcie) wyrazil przypuszczenie, ktére
do dzi$ nie zostalo rozstrzygniete.

Hipoteza Erdésa. Dia kazdej liczby naturalnej k, f(k* +1) = k.

W 1995 roku (po ponad szesédziesieciu latach) P4l Erdds
i Alexander Soifer uzyskali nastepujacy rezultat.

Twierdzenie. Dla kazdej liczby naturalnej n postaci n = k> +m,
gdzie 0 < m < 2k prawdziwe sq¢ oszacowania:

(a) jezeli m =2t + 1, gdzie 0 <t <k, to f(n) > k+ £,
(b) jezeli m = 2t, gdzie 0 <t < k, to f(n) > k+ kLH

Dla malych n jest to konsekwencja elementarnych ilustracji. Niech
n = 5. Wtedy oszacowanie f(5) > 2 wynika z rozmieszczenia
kwadratéw na rysunku 6. Dla n = 6 oszacowanie f(6) > % jest
konsekwencja sumy diugosci bokéw kwadratow przedstawionych
na rysunku 7. Oszacowanie dla n = 7 w postaci f(7) > % ilustruja
kwadraty z rysunku 8. Sytuacje dla n = 8 i oszacowanie f(8) > %
przedstawia rysunek 9.

Pozostaje wykazac, ze f(5) =2, f(6) = Z, f(7) =2, f(8) = &, itd.,
lub wskazaé przyktady, ze wartosci funkcji f moga by¢ wigksze, ale
dotychczas nikt nie napisal, jak to zrobi¢. Mozna réwniez badadé
og6lniejszy problem: dla jakich n zachodzi f(n+ 1) = f(n)?



