Rys. 3

Dwa rozwigzania zadania 6
przedstawiono w deltoidzie 11/2009.
Zadania 3, 7 i 8 pochodza odpowiednio
z VIII, IT i V Olimpiady Matematycznej
Gimnazjalistow www.omg.edu.pl

W jednym punkcie Joanna JASZUNSKA

W wielu zadaniach nalezy uzasadni¢, ze pewne trzy proste przecinaja sie w jednym
punkcie. Czesto mozna wykazaé, ze wszystkie one sg symetralnymi, dwusiecznymi,
wysokosciami albo §rodkowymi pewnego tréjkata, co oczywiscie konczy dowdd.

1. Punkty K i L sa srodkami odpowiednio bokéw C'D i BC réwnolegloboku
ABCD. Udowodnij, ze odcinki BK i DL przecinaja si¢ na przekatnej AC.

2. Szesciokat ABCDEF jest wpisany w okrag i AB = BC, CD = DE, EF = FA.
Wykaz, ze gléwne przekatne tego szesciokata przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

3. Dany jest czworokat wypuklty ABCD, w ktérym AD + BC = CD. Dwusieczne
katéw BCD i CDA przecinaja sie w punkcie S. Udowodnij, ze AS = BS.

4. Wszystkie katy wewnetrzne pigciokata ABCDE sa rowne. Symetralne odcinkéw
AB i CD przecinaja sie w punkcie S. Wykaz, ze proste ES i BC sa prostopadle.

5. Na bokach AC i BC trdojkata ABC' zbudowano, na zewnatrz, kwadraty ACDFE
i BCFG. Udowodnij, ze proste AG, BE oraz wysoko$é¢ CS tréjkata ABC przecinaja
sie¢ w jednym punkcie.

Rozwigzania

R1. Niech M bedzie punktem przecigcia przekatnych danego réwnolegtoboku
(rys. 1). Wéwcezas M jest $rodkiem odcinka BD i odcinki BK, DL, C M przecinaja
sie¢ w jednym punkcie jako $rodkowe tréjkata BC'D. [

R2. Z warunku AB = BC wynika, ze punkt B jest $rodkiem luku AC danego
okregu i katy wpisane AEB i CEB sa réwne (rys. 2). Prosta BE jest wiec
dwusieczng kata AEC w tréjkacie AC'E; analogicznie proste AD i CF sa
dwusiecznymi pozostatych katow tego trojkata. O

R3. Niech F bedzie takim punktem boku C'D, ze ED = AD, wtedy EC = BC
(rys. 3). Wéwczas punkty A i E sa symetryczne wzgledem dwusiecznej kata CDA,
zatem prosta DS jest symetralna odcinka AE. Analogicznie prosta C'S jest
symetralna odcinka BE. Symetralne bokéw trojkata ABE przecinaja sie

w punkcie S, a stad AS = BS. O

R4. Niech T i U beda punktami przeciecia prostej BC' odpowiednio z prostymi
EA i ED (rys. 4). Wobec réwnosci katéw, tréjkaty ATB i CUD sa réwnoramienne
i podobne, a stad XETU = <FEUT. Symetralna boku AB jest jednoczesnie
dwusieczng kata przy wierzchotku T' w tréjkacie AT B, a wiec takze w trdjkacie
ETU. Podobnie symetralna odcinka C'D jest dwusieczng kata EUT, zatem S jest
punktem przeciecia dwusiecznych tréjkata réwnoramiennego ETU. Dwusieczna ES
jest wiec prostopadla do podstawy TU. I

R5. Obréémy kwadrat ACDE o 90° wokél $rodka tak, by punkt A przeszedt

na punkt C', natomiast kwadrat BCFG o 90° wokol swojego srodka tak, by
punkt B przeszedl na punkt C (rys. 5). Przy obydwu tych obrotach odcinek AB
przechodzi na ten sam odcinek o koncu w punkcie C, prostopadly do AB i réwny
AB. Nazwijmy drugi jego koniec T, wowczas punkty T, C, S sa wspdlliniowe.

Przy pierwszym obrocie odcinek BE przechodzi na T'A, stad BE L T A. Przy
drugim obrocie odcinek AG przechodzi na T'B, zatem AG 1 T B. Wobec tego proste
AG,BE,CS sa wysoko$ciami tréjkata ABT. O

Zadania domowe

6. Wykaz, ze w dwunastokacie foremnym A; As ... A1 przekatne A; Ag, Az Ag
i A3Aj; przecinaja sie w jednym punkcie.

7. Miara kazdego kata szesciokata ABCDEF jest réwna 120°. Udowodnij, ze
symetralne odcinkéw AB, CD i EF przecinaja si¢ w jednym punkcie.

8. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC. Punkty D, E, F to punkty symetryczne
do punktu P odpowiednio wzgledem prostych BC,CA, AB. Wykaz, ze jesli tréjkat
DEF jest rébwnoboczny, to proste AD, BE, C'F przecinaja si¢ w jednym punkcie.

9. Wykaz, ze proste opisane w zadaniu 2 sg tez wysoko$ciami tréjkata BDF'.
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