\ Yo l C}' Dwusieczne Joanna JASZUNSKA

Skoro dwusieczna to pélprosta dzielgea kgt na dwa réwne kgty, to dlaczego
dwusieczne kqgtow wewnetrznych kazdego trojkgta przecinajq sie w jednym punkcie?
Ot6z dla kata wypuklego dwusieczna to takze zbior punktow wewngtrz tego kata
rowno odleglych od obydwu jego ramion. Punkt przeciecia dwéch dwusiecznych
tréjkata jest wigc tak samo odlegly od kazdej z prostych zawierajacych jego boki,
stad lezy tez na trzeciej dwusiecznej i jest srodkiem okregu wpisanego.

Fakt. Dwusieczne kqtow przyleglych sq prostopadle (rys. 1).

Dlaklzagm Wkl‘iﬂetgo S;USie’czna t‘;IZbiérh 1. Dany jest czworokat wypuklty ABCD. Proste zawierajace dwusieczne katow
punktow wewngtrz a rowno odlegiyc. . . . . . .
od przedluzen jego ramion. wewnetrznych A i C' przecinaja sie w punkcie P lezacym wewnatrz czworokata

Pozostawiam Czytelnikom nietrudne ABCD, a proste zawierajace dwusieczne katéw wewnetrznych B i D przecinaja sie

uzasadnienie réwnowaznosci podanych w punkcie () na zewnatrz czworokata. Udowodnij, ze jezeli kat PAQ jest prosty, to

dwoch definicji oraz dowdd twierdzenia 4 CN e
réwniez kat PCQ jest prosty.
o dwusiecznej. ] Q J p Y

Twierdzenie o dwusiecznej. W trdgjkgcie ABC punkt Y naleiqcy do prostej AB
jest spodkiem dwusiecznej kgta przy wierzchotku C wtedy i tylko wtedy, gdy
CA/CB=YA/YB (rys. 2).

2. Odcinek CD jest $rednica okregu I', a cigciwa AB jest prostopadla do tej $rednicy.

Punkt P nalezy do krétszego tuku AD okregu I'. Proste PC' i PD przecinaja prosta
AB odpowiednio w punktach @ i R. Wykaz, ze QA/QB = RA/RB.

3. Dany jest trojkat ABC, w ktérym kat przy wierzchotku C' jest prosty. Punkt D
jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka C, a okrag wpisany w dany
tréjkat jest styczny do bokéw AB i AC odpowiednio w punktach E i F. Wykaz, ze
ortocentrum trojkata AEF jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ACD.
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Rys. 2. Dwusieczna moze byé Rozwigzania

lub .
wewnetrana fub zewngtrana R1. Jesli kat PAQ jest prosty, to AQ jest dwusieczng kata przyleglego do kata
<. C BAD czworokata (rys. 3). Z kolei aby dowiesé, ze kat PCQ jest prosty, wystarczy
wykazaé, ze C'Q jest dwusieczng kata przylegtego do kata BC'D
P czworokata.

B Oznaczmy przez (Q, XY') odleglo$é¢ punktu @ od prostej XY
Zachodza réwnosci (Q,CD) = (Q,DA) = (Q, AB) = (Q, BC) oraz
Q ¢ CP, co konczy dowdd. O

R2. Z prostopadlosci cieciwy AB do $rednicy C'D wynika, ze krétsze tuki CA i CB

<A sa réwne, a wiec pélprosta PC' jest dwusieczna kata wpisanego APB (rys. 4). Kat
CPD jest wpisany w okrag i oparty na érednicy, zatem PC L PD, czyli pélprosta

D PR jest z kolei dwusieczna kata zewnetrznego przy wierzchotku P tréjkata APB.

Z twierdzenia o dwusiecznej QA/QB = PA/PB = RA/RB. O

R3. Oznaczmy przez H ortocentrum tréjkata AEF, przez I érodek okregu wpisanego
w tréjkat ABC, a przez J punkt przeciecia prostych Al i CD (rys. 5). Poniewaz
AE = AF, wiec pélprosta AH jest dwusieczng kata CAD i do zakonczenia dowodu
R AN O\ F B wystarczy wykazaé, ze pdlprosta CH jest dwusieczna kata ACD.
\»’Q/%/ Kat ACB jest prosty, wiec punkty C, F, I i punkt stycznosci okregu wpisanego
c w trojkat ABC z bokiem BC tworza kwadrat. Stad FC = FI = EI.

Korzystajac kolejno z twierdzenia Talesa dla HF' || JC, réwnosci odcinkéw,
twierdzenia Talesa dla ET || DJ i twierdzenia o dwusiecznej, uzyskujemy
HA FA FEA DA CA
HJ FC EI DJ CJ
Stad na mocy twierdzenia o dwusiecznej CH jest dwusieczna kata ACJ. O
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Zadania domowe

4. Udowodnij, ze érodek okregu wpisanego w trojkat jest ortocentrum tréjkata
utworzonego przez srodki okregdéw dopisanych.

Rys. 5. HF || EI | DC L AB.

5. Wyznacz $rodek ciezkosci obwodu tréjkata (czyli tréjkatnej drucianej ramki).

6. W trojkacie ABC punkty D i F sa spodkami dwusiecznych katéw wewnetrznych
przy wierzcholkach A i B. Punkt F jest spodkiem dwusiecznej zewnetrznej kata
Zadanie 1 pochodzi z LXIV Olimpiady . hotku C. Wvkaz. 7 ktv D.E.F s 5Hini
Matematycznej, a zadanie 3 przy wierzchotku C'. Wykaz, ze punkty D, E, F' sa wspétliniowe.
z LXVI OM. Wskazéwka: twierdzenie Menelaosa, opisane m.in. w deltoidzie 3/2011.
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