Prostokaty na tréjkacie
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7 twierdzeniem Pitagorasa wszyscy si¢ znamy, budowanie
kwadratow na bokach trdjkata prostokatnego nie jest
niczym nadzwyczajnym. A co mozemy powiedzie¢
ciekawego o prostokatach skonstruowanych na bokach
dowolnego tréjkata?

Okazuje sig, ze zachodzi nastepujacy fakt:

Na bokach tréjkgta ABC' zbudowano na zewngtrz
prostokqty ABBo Ay, BCCoBy i CAA;C:. Wéwcezas
symetralne odcinkéw Ay As, B1 By i C1Cy przecinajg sie
w jednym punkcie.
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Czytelnikowi Odwaznemu polecamy powalczy¢ choé
chwile z dowodem powyzszego faktu, zas Czytelnikowi
Rozsadnemu radzimy zapoznaé si¢ z ponizszym lematem
(znanym tez jako twierdzenie o brytyjskiej fladze)

i wtedy sprébowaé zaatakowaé nasz fakt, juz z wigkszym
powodzeniem.

Dany jest prostokgt KLM N i dowolny punkt P. Wowczas
PK? 4+ PM? = PL? 4+ PN?2.

Warto odnotowad, ze jego teza to nic innego jak. ..
budowanie kwadratéw na odcinkach! Czytelnik
Kreatywny dostrzeze z pewno$cia malg zbieznosé tego
faktu z prawdziwa nazwa lematu. Nietrudny dowdd
pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Z lematem mozemy spokojnie przystapi¢ do dowodu
wspotpekowosci:

Dowdd. Oznaczmy przeciecie symetralnych By Bs i C1Cs
jako S. Wéwcezas SB1 = SBy i SC; = SC5. Ponadto,
korzystajac trzy razy z lematu dla punktu S
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otrzymujemy kolejno, iz:

SA? + SB; = SB? + SA7,

SB% 4 5C2 = SC* + SB?,

SC? + SAZ = SA% + SC3.
Powyzsze réwnania dodane stronami prowadza
do réwnosci:

SAZ + SB2 4 SC3 = SA? + SB? + SC?,
z ktorej na mocy SBy; = SBy i SC; = SC5 otrzymujemy
dalej:
SA? + SB? 4+ 5C3 = SA? + SB} + SC} & SC3% = SC3
& SC; = SC,.

Ostatnia réwnosé dowodzi, ze S lezy na symetralnej
odcinka C1C5, co konezy dowdd. O

Zaprezentujemy jeszcze jeden dowdd wspdipekowosci
symetralnych, obchodzacy si¢ bez najwazniejszego
narzedzia poprzedniego rozumowania, czyli twierdzenia
o brytyjskiej fladze. Bedziemy zmuszeni uzy¢ innych
ciezkich armat geometrii ptaskiej, ale piegkno ponizszego
rozumowania niewatpliwie rekompensuje to.

Zacznijmy od lematu z tréjkatami podobnymi:

I

Dane sq dwa nieprzystajgce trojkgty na plaszczyinie tak,
ze ich odpowiadagjgce boki sq rownolegte. Wowczas proste
taczgcee wierzcholki tych tréojkqtow leZgce naprzeciw
rownoleglych bokow sq wspolpekowe.

Dowéd mozna przeprowadzié, idac kilkoma drogami:
zwyklym podobienstwem, jednoktadnoscia albo tez
bardziej wyrafinowanie, twierdzeniem Desarguesa.
Szczegdty pozostawiamy Czytelnikowi.



Bedziemy potrzebowali jeszcze jednego lematu, znanego
jako lemat o izogonalnym sprzezeniu.

W trogkacie KLM na bokach KL, LM i MK dane sg
odpowiednio punkty R, P i Q, tak Ze proste KP, LQ

i M R przecinajg sie w jednym punkcie. Wowczas proste
bedace odbiciami prostych K P, LQ i M R odpowiednio
wzgledem dwusiecznych kqtow LK P, MLK ¢ KML
réowniez przecinajq sie w jednym punkcie.

Dowdd. Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku ponize;j.

7 zatozen wynikaja bezposrednio réwnosci katow
zaznaczone na nim. Korzystajac z trygonometrycznego
twierdzenia Cevy dla tréjkata K LM i prostych K P, LQ
i MR, otrzymujemy, iz

sin(«MKP) sin(xKLQ)

) . sin(XLMR) 1

sin(XPKL) sin(XQLM) sin(XRMK)
co dzigki réwnoéci katow z rysunku mozna przepisaé jako:
@) sin(«LKPy) sin(<MLQy) sin(XKMR;) _
sin(x P KM) sin(x@QiLK) sin(<xRiML)

Stad wynika, ze odwrotno$¢ iloczynu po lewej stronie tez
wynosi 1. Korzystajac znowu z trygonometrycznego
twierdzenia Cevy, stwierdzamy, ze proste K P, LQ,
i M R; sa wspotpekowe, co konczy dowdd lematu. O

Przystepujemy do rozwiazania problemu.

Dowad. Niech punkty K, L, M beda wierzchotkami
tréjkata utworzonego przez proste A; By, B1Csy, C1 As.
Ponadto niech X, Y, Z beda srodkami odcinkdéw
odpowiednio AK, BL, C'M. Niech jeszcze P bedzie
$rodkiem odcinka A As, za$ @) niech bedzie srodkiem
odcinka AA,.

Na czworokacie AA; K As mozna opisaé okrag, gdyz dwa
jego przeciwlegte katy sa proste. Stad wynika rowniez,

ze AK jest $rednica tego okregu, zatem punkt X jako
srodek AK jest srodkiem okregu. Lezy on na symetralnej
kazdej z cigciw wezesniej wspomnianego okregu, zatem
w szczegolnoscei przechodzi przez niego symetralna
odcinka A As. Analogicznie, symetralne odcinkow

By By i C1Cy przechodza odpowiednio przez

punkty Y i Z.

Boki tréjkata XY Z sa liniami érodkowymi trapezow
ABLK, BCML, CMKA, przeto boki tréjkata XY Z sa
rownolegle do odpowiednich bokéw tréjkata ABC. Stad,
na mocy lematu o tréjkatach podobnych, widzimy, ze
proste AX, BY, CZ przecinaja sie w jednym punkcie.

Zauwazmy jeszcze, ze na czworokacie X PQ As mozna
opisaé okrag. Istotnie, katy X PAs 1 XQ A5 sg proste.

Co wiecej, prosta X P jest odbiciem prostej X A
wzgledem dwusiecznej kata Y XZ. W istocie:

IPXQ =APAQ = A1 A2 A= XA KA =Y XA

Analogicznie uzyskujemy te zaleznos¢ dla dwéch
pozostalych symetralnych. Oczekiwana wspdoipekowosé
wynika teraz bezposrednio z lematu o izogonalnym
sprzezeniu zastosowanego do tréjkata XY Z i prostych
XA, YBiZC, ktére, jak juz pokazalidmy, sa
wspotpekowe. O

Pierwszy dowdd ma jednak te przewage, ze pokazuje
réowniez, jak udowodnié¢ podobng nietrywialna
wspotpekowosé symetralnych. A o jakich symetralnych tu
mowa, to praca dla Czytelnika Dociekliwego.
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